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Sommario

Questo articolo analizza modelli dinamici integrati economia-ambiente. | vari modelli sono
costruiti tenendo conto dell’accoppiamento fra variabili ambientali e variabili economiche. In
particolare, noi consideriamo due tipi di capitale: capitale inquinante non inquinante. Iniziamo con
un semplice modello lineare ed in seguito introduciamo altre variabili, come I'output lordo, la
politica di abbattimento del Governo, la forza-lavoro etc. In tal modo, formaliziamo modelli piu
complessi che spesso consistono di equazioni differenziali non-lineari. Scopo centrale del nostro
lavoro, e I'utilizzo della teoria dei sistemi dinamici per I'analisi della dinamica delle variabili incluse
in modelli di differente struttura. Noi proponiamo un approccio critico sia nei confronti dello
stesso metodo matematico in quanto tale, sia per quanto riguarda la valutazione dei generali
problemi politici ed economici in materia ambientale in una economia capitalista. Le nostre
conclusioni sono molto differenti da quelle della teoria economica prevalente: in particolare, noi
crediamo che un nuovo modello di sviluppo € fondamentalmente correlato ad un nuovo tipo di
approccio in materia di protezione e salvaguardia dell’lambiente, e che il modello capitalista e
inadeguato a questo scopo.

Parole-chiave: Sistemi dinamici lineari, sistemi dinamici non-lineari, linearizzazione di sistemi
dinamici, matrice Jacobiana, modelli integrati economia-ambiente, capitale inquinante e non
inquinante, stock di inquinante, politica di abbattimento del Governo.

Classificazione JEL: B40, C02, Q50, Q54, Q55, Q58.

Loreno Cecconi, DEPS, Universita di Siena — lorenocecconi@hotmail.it



Utilizzo di capitale inquinante e non inquinante in una analisi dinamica di modelli

integrati economia-ambiente: un approccio critico.

1-INTRODUZIONE

Questo lavoro si fonda prevalentemente sull’analisi dinamica di modelli integrati economia-
ambiente, ed & tratto da un nostro lavoro piu generale (Cecconi, 2015). Per modelli integrati si
intendono modelli in cui compaiono nelle stesse equazioni variabili di natura strettamente
economica e variabili di natura piu specificamente ambientale: per esempio il rapporto esistente fra
I'output globale e lo stock di inquinante accumulato, oppure il rapporto fra il livello dell’attivita
economica di produzione e consumo e |I'emissione di sostanze inquinanti, etc. La ragione per cui mi
sono dedicato allo studio di modelli che comprendessero anche variabili ambientali, &€ in qualche
modo la conseguenza di un pil generale interesse per un modello di sviluppo alternativo a quello
fondato sulla economia di mercato che ritengo, data la logica e lo spirito che lo animano,
responsabile della maggior parte dei problemi ambientali con i quali oggi ci troviamo a doverci
confrontare e cercare di risolvere (anche i sistemi fondati su una economia pianificata hanno
contribuito a tale fenomeno, per lo meno nelle fasi di industrializzazione forzata). L'interesse per un
modello di sviluppo alternativo a quello dell’economia di mercato, non pud prescindere da una
visione ed una considerazione dei problemi ambientali radicalmente diversa da quella concepita
fino ad oggi. Nuovo modello di sviluppo e diversa considerazione del problema ambiente, sono
intimamente connessi. Credo che I'uno non possa prescindere dall’altro, in un pit ampio quadro di
sviluppo sostenibile. Il problema a cui poi mi riferisco anche nelle osservazioni conclusive di questo
lavoro é se, sistemi fondati prevalentemente su una struttura privata dell’economia, siano in grado
dirisolvere in modo apprezzabile il problema dei danni ambientali, o se le due cose siano fortemente
incompatibili fra diloro. Inoltre, I'interesse specifico per I'analisi dinamica che mi ha spinto a scrivere
questo lavoro, deriva da un piu generale interesse verso il comportamento nel tempo di alcune
variabili che ritengo siano cruciali nella comprensione del rapporto fra economia ed ambiente.
Ritengo che I'analisi dinamica sia meglio in grado di cogliere I'evoluzione nel medio-lungo periodo
di fenomeni la cui consistenza cambia continuamente per via dell’attivita delluomo e per
meccanismi interni al sistema ambiente che in parte sono sconosciuti. Molti temi ambientali
saranno di volta in volta analizzati ed inseriti nello specifico contesto della formulazione dei vari
modelli. Del resto, la dimensione dinamica di qualunque entita sociale rappresenta, secondo la mia
opinione, un livello di analisi e di interesse nettamente superiore alla dimensione statica. Essa
permette di coglierne le caratteristiche evolutive nel tempo e, soprattutto, di analizzare quelle
variazioni che comportano rapidi e improvvisi mutamenti nella struttura qualitativa della dinamica
(in gergo, biforcazioni). Lo studio della dinamica di qualunque sistema, sia esso economico fisico o
meccanico conduce, inevitabilmente, ad una formulazione di modelli in forma matematica e, in
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particolare, all’'uso di equazioni differenziali o alle differenze finite a seconda che si lavori in tempo
continuo o discreto. Lo strumento analitico utilizzato e tratto prevalentemente dalla teoria dei
sistemi dinamici. La formulazione di questi modelli non & cosa semplice in quanto individuare
I'esatta forma delle relazioni fra variabili di diversa natura, quali quelle economiche ed ambientali,
diventa spesso arduo e rischia di avere un senso irrilevante se tali relazioni causali non sono ben
specificate. Inoltre, le soluzioni dei modelli devono essere prese con molta cautela in quanto piccole
variazioni nei parametri o differenti specificazioni strutturali, anche modeste, nei rapporti fra le
variabili, possono condurre a processi dinamici completamente differenti. E non e facile essere del
tutto sicuri di quale sia la formulazione piu rispondente alla realta. Non mi nascondo che in alcuni
casi, ho incontrato difficolta di varia natura nella costruzione di tali modelli e non sono sicuro se
guella adottata sia la piu giusta. Purtroppo, come ho potuto anche verificare nella letteratura
analizzata, in molti casi sono sconosciuti sia la forma delle relazioni strutturali che I'intensita degli
effetti da un punto di vista quantitativo. La matematica & uno strumento utile e puo aiutarci, almeno
in un primo approccio, a capire gli aspetti fondamentali dei fenomeni dinamici se pero si ha la
consapevolezza dei limiti che inevitabilmente comporta una interpretazione dei risultati ottenuti,
specialmente in un ambito come quello da noi studiato, in cui I'incertezza & un elemento non certo
trascurabile. Molte caratteristiche, soprattutto dei processi sociali, sono difficilmente traducibili in
forma matematica, e al prezzo di una semplificazione eccessiva della realta. Sui limiti di una
formulazione puramente matematica, torneremo nelle conclusioni. Comunque, che ci sia un
rapporto stretto fra alcune variabili ambientali e la dinamica di alcune variabili piu esplicitamente
economiche non esistono dubbi; come c’é un vasto consenso ormai alla tesi che le modificazioni
nel clima con tutte le conseguenze che ne derivano, siano in gran parte di natura endogena, cioe
causate dall’attivita dell’'uomo. L’'ultimo rapporto dellIPCC (Intergovernmental Panel Climate
Change) per il 2013 (IPCC, 2013-2014) non lascia molti dubbi a proposito, anche se molti fenomeni
correlati vengono definiti in termini di diversi livelli di probabilita. Ne riportiamo qui alcuni aspetti
salienti: “Warming of the climate system is unequivocal, and since 1950s, many of the observed
changes are unprecedented over decades to millennia. The atmosphere and ocean have warmed,
the amounts of snow and ice have diminished, sea level has risen, and the concentrations of green
house gases have increased” (IPCC, cit.pag. 4) (...) “The atmospheric concentrations of carbon
dioxide, methane, and nitrous oxide have increased to levels unprecedented in at least the last
800,000 years. Carbon dioxide concentrations have increased by 40% since pre-industrial times,
primarily from fossil fuel emissions and secondarily from net land use change emissions. The ocean
has absorbed about 30% of the emitted anthropogenic carbon dioxide, causing ocean acidification”
(IPCC, cit. pag. 11) (...) Eancora “Human influence on the climate system is clear. This is evident from
the increasing green house gas concentrations in the atmosphere, positive radiative forcing,
observed warming, and understanding of the climate system (...) Human influence has been
detected in warming of the atmosphere and the ocean, in changes in the water global cycle, in
reduction of snow and ice, in global mean sea level rise, and in changes in some climate extremes.
It is extremely probable that the human influence has been the dominant cause of the observed
warming since the mid-20th century” (IPCC, cit. pag. 15 e 17). Tali questioni del collegamento fra
attivita umana e mutamenti climatici sono analizzate anche in Newell e Paterson: “The origins of
climate change are implicated in the choices we all make every day, throughout the day. From the
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moment you wake up in the morning and decide what to eat for breakfast (assuming you have that
luxury) you are engaging, mostly unconsciously, in sets of choices about whether the food you eat
is sourced locally or has been transported half way around the world to get your breakfast table.
How you heat the water for your shower implies a decision to use a particular source of energy
which will have an impact (malign or benign) on climate change and how you decide to get to work
also determines how much CO; you add to the atmosphere (...) This is why capitalism as it currently
operates is not working when it comes to tackling climate change. Fundamentally, capitalism does
not have a concept of sufficiency, of how much is ‘enough’. If it doesn’t continue growing, it
implodes in crises such as those of the 1930s.” (Newell e Paterson, 2010, pag. 7-8). Il collegamento
esplicito fra sviluppo capitalistico e mutamenti climatici & un tema fondamentale nell’analisi di
guesti due autori: “The origins of climate change are deeply rooted in the development of the global
capitalist economy. The ways the world has risponded to climate change have been conditioned by
the sort of free-market capitalism which has prevailed since the early 1980s (...) Likewise, we can
deal with most forms of water pollution by banning certain applications of fertilisers, dealing with
human and animal wastes (...) To ban these practices, while often inconvenient for the companies
involved, is hardly a challenge to the whole edifice of global capitalism (...) In contrast, to propose
to ban all further coal and oil use, as some have done, is both unrealistic and deeply problematic.
The use of these fuels is currently so widespread that simply to ban them would cause economic
growth to collapse. And a lack of growth is something that the capitalistic system in which we live
simply cannot tolerate — it would collapse as a system. So the challenge of climate change means,
in effect, either abandoning capitalism, or seeking to find a way for it grow while gradually replacing
coal, oil and gas” (Newell e Paterson, cit. pag. 9)

In questo lavoro, intendiamo analizzare I'interazione che esiste fra Iutilizzo di due tipi di capitale K1
e Kz, con il primo che produce inquinamento e il secondo no, e la dinamica dell’output complessivo
prodotto, dello stock di inquinante, della politica di abbattimento di tale stock. In altri modelli (
Musu e Cazzavillan, 1998, pag. 129-138), K1 e K; stanno a significare, il primo il capitale impiegato
nella produzione e che genera emissioni che vanno ad accrescere lo stock di inquinante, il secondo
il capitale impiegato in abbattimento di tale stock. Qui, il secondo tipo di capitale & impiegato
direttamente nella produzione ma non genera emissioni. La funzione di abbattimento spetta, nel
nostro modello, al Governo, la cui attivita & indicata da A. Il problema dei due tipi di capitale era
stato da noi gia introdotto (Cecconi, cit. cap .2) ma all’interno di una struttura di tipo Lotka-Volterra.
Qui I'analisi viene condotta su un piano generale diverso, in quanto le finalita dell’analisi sono
diverse. Occorre dire che esiste comunque un filo logico che unisce i due modi di trattare il
problema, anche se il tipo di approccio e diverso. Nel primo tipo di approccio, sono le diminuite
capacita produttive della forza-lavoro per via del riscaldamento globale dovuto all’accumulo dello
stock di inquinante che comportano una diminuzione dell’output complessivo, anche se questo puo
generare, pur con tutte le precauzioni e le avvertenze, un ciclo tipico di un modello Lotka-Volterra.
Nell’approccio qui seguito, ¢ invece lo stock di inquinante in generale che agisce da elemento
smorzante sull'intera funzione di produzione la quale, in prima analisi, non comprende
esplicitamente la forza-lavoro come diremo fra poco. Essa sara inserita in seguito.



Ma, nonostante il modo diverso con cui lo stock di inquinante influenza il livello dell’output, esiste
sempre un rapporto causale di tipo inverso fra i due aggregati. Anche il modo di trattare la politica
di abbattimento da parte del Governo ¢ diverso, in quanto ora viene introdotta anche I'equazione
dinamica che descrive I'evoluzione temporale di tale politica, la cui dinamica e strettamente
collegata con la consistenza e la variazione dello stock di inquinante accumulato nel tempo. Il
modello completo, costruito ampliando successivamente il modello base consta, nella sua versione
finale, di cinque equazioni differenziali, che diventano sette quando si inserisce anche il lavoro.
Quindi, abbiamo due versioni finali del modello completo, una senza le equazioni dinamiche della
forza-lavoro e l'altra che invece contiene tali equazioni. Sul modello base che & lineare nella
struttura e quindi risolvibile in forma chiusa, si possono fare numerose modifiche, pur
mantenendone la filosofia di fondo anche se il modello assume in molti casi una struttura non-
lineare. Queste modifiche comportano, in alcuni casi, significativi cambiamenti nella dinamica
gualitativa di alcune variabili. Ad esempio, facendo l'ipotesi di una politica di investimento nulla in
K1, cioé il capitale che produce inquinamento, & possibile verificare come si modifica non solo la
dinamica di questo tipo di capitale, ma anche quella dello stock di inquinamento e, di conseguenza,
anche quella della politica di abbattimento. Un’altra questione di fondamentale importanza e
I'ipotesi di una diversa produttivita dei due tipi di capitale. Questo comporta soprattutto una
variazione nel tasso di accrescimento dell’'output, dando luogo ad una molteplicita di dinamiche
guantitative e qualitative diverse dipendenti dalle ipotesi fatte su quale dei due tipi di capitale sia
maggiormente produttivo, congiuntamente a quale politica di ripartizione degli investimenti venga
perseguita. Un’altra questione di fondamentale importanza, € il modo con cui inserire nel modello
la forza-lavoro. Nella struttura dei vari tipi di modelli analizzati ed anche in quella finale nella
versione abbreviata, lo abbiamo tenuto volutamente fuori, evitando in tal modo di rendere il
modello non-lineare, considerando che i suoi effetti vengano incorporati nei coefficienti di
produzione del capitale. Inoltre, abbiamo utilizzato una funzione di produzione di tipo additivo, cioé
una funzione dove non vi sono interazioni fra i due tipi di capitale nel processo produttivo. Di questo
elemento verra data una giustificazione economica, in relazione all’ambito specifico in cui viene
condotta I'analisi. E’ chiaro perd che questo modo di concepire la partecipazione della forza-lavoro
al processo produttivo non pud essere soddisfacente, sia perché non corrisponde alla realta, e
soprattutto perché non si tiene conto della evoluzione e della consistenza della forza-lavoro stessa
e della sua produttivita. Vedremo comunque come & possibile inserire questa nuova variabile che,
se da un lato rende giustizia alla realta, dall’altra comporta un appesantimento della struttura del
modello, in quanto occorre inserire una nuova equazione dinamica che descriva I'evoluzione
temporale della forza-lavoro in unita di efficienza (altrimenti occorrerebbe inserire anche una
ulteriore equazione dinamica che descriva I'evoluzione della produttivita). Le nuove equazioni
dinamiche diventano due in quanto considereremo due tipi di forza-lavoro, applicati ciascuno ad un
solo tipo di capitale. Al termine di questa parte definiremo comunque un semplice modello non
lineare che tiene ancora conto dei due tipi di capitale e di due tipi di forza-lavoro, I'uno utilizzato
con il capitale che produce inquinamento, e I'altro con il capitale non inquinante. |l modello che
consta di cinque equazioni, & una estensione del mod. 1, con inserimento anche dello smorzamento
esponenziale dovuto allo stock di inquinante. Non vengono considerate la funzione della dinamica
dell’output e della politica di abbattimento, altrimenti avremmo un modello di sette equazioni con
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non pochi problemi di maneggevolezza e interpretazione dei risultati. La funzione di produzione che
abbiamo adoperato, non lineare, & una funzione puramente ipotetica. Definire una esatta funzione
di produzione, sul piano teorico €, praticamente, un esercizio sterile in quanto essa ha carattere
prevalentemente tecnico ed € un compito piu di natura ingegneristica che di natura economica in
senso stretto. Tutte le funzioni di produzione, in modo molto generale, sono il frutto di congetture
piu 0 meno ipotetiche sulla esatta relazione strutturale fra gli input e I'output, ma la definizione
specifica non puod che essere il risultato di una attenta analisi di ogni particolare processo di
produzione. In teoria, ogni specifico processo produttivo ha una sua particolare funzione tecnica,
derivante dalle peculiarita che ogni processo stesso presenta. Anche quelle da noi utilizzate hanno
un carattere molto generale, con scarse pretese di rappresentare I'effettiva realta. Ma a noi qui
interessa la funzione di produzione per finalita diverse dall’analisi della dinamica specifica del
processo produttivo. A noi serve per analizzare la dinamica dell’accumulazione del capitale e come
tale dinamica influisca non solo sull’output, ma soprattutto sullo stock di inquinante e sulle
conseguenti politiche di abbattimento di tale stock, e come la presenza di uno stock di inquinante
influisca negativamente su ogni processo produttivo. In alcuni casi si sono fatte ipotesi puramente
a fini illustrativi sulla consistenza numerica dei vari coefficienti. Essi non sono il frutto di nessuna
indagine o analisi di tipo econometrico, ma hanno il solo scopo di essere utilizzati per ottenere una
soluzione piu concisa e leggibile del sistema di equazioni differenziali. Tuttavia, una soluzione
analitica invece che numerica, ci permette di individuare per quali valori numerici dei coefficienti, si
abbiano dinamiche qualitative diverse e soprattutto di individuare i valori-soglia dove si verificano
biforcazioni nella dinamica di alcune variabili con cambiamenti nella struttura degli attrattori (o
repulsori). Purtroppo, quando il numero delle variabili aumenta con conseguente aumento anche
nel numero delle equazioni differenziali che compongono il modello, la soluzione non numerica del
modello stesso, pur possibile in forma chiusa se si tratta di equazioni lineari, diventa egualmente
complessa e di difficile lettura e interpretazione. Come faremo rilevare, la strada piu praticabile &,
probabilmente, quella di effettuare numerose simulazioni numeriche, attribuendo successivamente
valori diversi ai coefficienti e verificare se e per quali valori, e per quali combinazioni di valori, si
verifichino modifiche sostanziali nella dinamica delle variabili. Una volta definita la struttura del
modello, I'esercizio di simulazione non presenta particolari problemi. Il problema maggiore &
probabilmente quello di dover fare numerose simulazioni prima di poter individuare i valori-soglia
oltre i quali si verificano cambiamenti radicali nella dinamica del sistema. Ma questi valori-soglia
possono essere difficili da individuare sul piano puramente numerico, comportando quindi il rischio
che, nonostante un gran numero di simulazioni, essi non vengano affatto individuati. Tuttavia,
qguando la struttura del modello & tale da permettere una soluzione analitica, cercheremo di
percorrere questa via per offrire la soluzione dinamica in forma generale, in quanto siamo meglio in
grado di definire le caratteristiche dei coefficienti e dei parametri esogeni al modello per le quali si
abbia un cambio nella dinamica del sistema. Precisiamo ancora, prima di entrare nel dettaglio, che
operiamo in ambito deterministico con tutti i limiti che ne derivano quando si trascuri di considerare
I'incertezza. In altra sede (Cecconi, cit. cap. 5) abbiamo analizzato anche alcune formulazioni di
modelli stocastici che legano I'inquinamento pro-capite all’intensita di capitale ed altri aspetti,
confermando ancora una volta che una maggior intensita di produzione genera una maggior
intensita di inquinamento. Il modello stocastico, infatti, non distingue fra due tipi di capitale come
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invece la gran parte dei modelli che qui presentiamo, ma utilizza il concetto di capitale come

aggregato che comprende sia il capitale inquinante che non inquinante. Un’altra precisazione

metodologica si rende necessaria. | numerosi modelli presentati necessitano di un gran numero di

simboli che individuano i vari coefficienti utilizzati. Vi puo essere la possibilita che alcuni coefficienti

abbiano un certo significato in un modello e un significato diverso in un altro modello. Questo

potrebbe ingenerare confusione di interpretazione. Quando cid si verifica, i significati dei vari

simboli che individuano i vari coefficienti saranno accuratamente specificati per non ingenerare tale

confusione. Inoltre, le varie espressioni matematiche saranno numerate in modo che il primo

elemento individui il numero del modello. Sostanzialmente, la struttura di questo lavoro si articola

nel modo seguente:

1)

2)

3)

4)

5)

Nella prima parte vengono analizzati un modello base con due tipi di capitale a cui fanno
seguito numerose varianti del modello con le quali si tiene conto di elementi specifici
all’lambiente in cui si opera. Tali varianti, analizzate anche attraverso alcune simulazioni
numeriche, sono in grado di produrre dinamiche diverse dovute sia alla struttura dei
rapporti fra le variabili stesse che alla consistenza numerica dei parametri. La ragione per
cui si e operato partendo da un semplice modello base, € quella di poter enucleare alcune
caratteristiche di fondo in base a certe ipotesi, ampliando poi tale modello in modo da
poter mettere in evidenza il comportamento di altre variabiliin un contesto piu generale.
In seguito verranno inserite anche le equazioni dinamiche dei due tipi di forza-lavoro
all'interno di un modello in cui le funzioni di produzioni diventano non-lineari.

I modelli saranno numerati, in modo da potervi fare riferimento con maggior facilita
nell’effettuare raffronti fra di essi.

Nella parte finale viene introdotto un paragrafo che considera le capacita di auto
smaltimento del sistema non come una costante ma dipendenti inversamente dalla
consistenza dello stock di inquinante accumulato. Ne vengono considerate due
formulazioni analitiche ma I'ipotesi di fondo che le accomuna é che tali capacita siano via
via decrescenti quanto maggiore €& tale stock accumulato. Vedremo come tale
formulazione non modifichi qualitativamente la dinamica del sistema.

Alla fine del capitolo vengono introdotte due appendici: una riguardante un modello di
controllo ottimale con alcune valutazioni di carattere critico, I'altra relativa alla
costruzione di un modello dove al posto dello stock complessivo di inquinante quale
elemento che produce un effetto smorzante sull’output aggregato, si utilizza il livello
della temperatura. Questa variante ha richiesto la formulazione di una nuova equazione
dinamica che mette in relazione il livello della temperatura e lo stock complessivo di
inquinante sulla base di certe ipotesi.

2 - Modello 1




In questo modello si considerano solo tre equazioni: quella che descrive la dinamica di ciascun tipo
di capitale e quella che descrive I’evoluzione dello stock di inquinante. La funzione di produzione &
lineare, di tipo additivo, ovvero non vi & interazione fra i due tipi di capitale, cioe utilizzo congiunto
nello stesso processo produttivo: o si produce con capitale di un tipo o con quello di altro tipo. | due
processi produttivi sono completamente separati: non si utilizza lo stesso processo produttivo
impiegando una centrale a carbone e un impianto fotovoltaico per produrre energia elettrica. Chi
produce energia elettrica con ambedue i processi produttivi, la produce con due processi
nettamente separati. La produzione complessiva € la semplice somma che origina da due processi
produttivi tecnologicamente diversi. Trattandosi di un prodotto qualitativamente omogeneo, in
guesto caso l'energia elettrica, esso & facilmente aggregabile sul piano quantitativo e non solo
monetario, anche se prodotto con due tecnologie completamente diverse. La funzione di
produzione & rappresentata dall’espressione fra parentesi nelle prime due equazioni. Non viene
considerato per ora il lavoro. La sua partecipazione alla produzione avviene, come gia detto
precedentemente, attraverso un aumento dei coefficienti di produzione dei due tipi di capitale,
anche se tale elemento non viene esplicitato con I'introduzione di ulteriori coefficienti aumentativi
della produttivita del capitale. 1| modello & strutturato come segue e consta di tre equazioni
dinamiche:

(1.1)
dK,
r— Sl(aKl + ﬁKz) - /1K1
dt
dK,
—— = s5,(aK; + BK,) — 2K,
dt
dpP
E = ]/CZKl — 6P

Ricordiamo qui, per dovere di chiarezza, il significato dei vari coefficienti:

S1, S2 = saggi di investimento, rispettivamente, in K1 e Ka.

a, f = coefficienti di produttivita di K1 e K2, aumentati della produttivita della forza-lavoro.
A = coefficiente di ammortamento uguale per i due tipi di capitale.

y = coefficiente di emissione di CO; sulla produzione effettuata con capitale inquinante.
Y = F(K,, K;) = aK; + BK, é lafunzione di produzione di tipo additivo.

6 = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante da parte dell’ambiente.

Di questo modello sono state fatte alcune simulazioni numeriche, in quanto la soluzione in forma

chiusa, seppur possibile in quanto trattasi di modello le cui equazioni differenziali sono tutte lineari,

si presenta molto voluminosa e di difficile lettura. Tuttavia, pur trattandosi di sistema lineare, &

possibile costruire la matrice dei coefficienti ed analizzare gli autovalori anche in termini analitici®.

Da questa e possibile individuare le condizioni per le quali il sistema e stabile o instabile.
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Innanzitutto, data la linearita del sistema, il solo punto di equilibrio € dato dall’origine [K1o, K20, Po]
=[0,0,0]. La matrice dei coefficienti del sistema non € altro che la matrice delle derivate che contiene
solo i coefficienti data la linearita delle equazioni. Essa € data da:

(1.2)

ssa—4A s p 0
s,a  S,p—-4 0
yo 0 -0

| tre autovalori di tale matrice sono datida:
(2.3)
[—4, =6, 2 + sja — 4]

Data la positivita assunta per tutti i coefficienti, i primi due autovalori sono negativi e, per aversi
stabilita del sistema, occorre anche che :

(1.4)
[$28 + s1a < 4]

Se tale autovalore & positivo allora il sistema sara instabile. Non si considera che esso possa essere
zero, in quanto cio starebbe a significare che vi € una riga o una colonna del Jacobiano che &
linearmente dipendente da un’altra. Nella simulazione che faremo fra breve, vedremo come il
sistema esibisce instabilita. E' ancora necessaria una precisazione sul coefficiente y. La sua
definizione concettuale non e difficile. Infatti, se lo stock di inquinante P & dato, per esempio, dalla
quantita di CO;, allora y rappresenta il coefficiente di emissione per ogni unita prodotta di output
con il processo produttivo che utilizza solo capitale inquinante, misurato nella stessa unita di misura
dello stock complessivo di CO,. Oppure, possiamo utilizzare un’altra strategia e considerare tutti i
coefficienti in termini monetari come spiegheremo tra poco. Supponiamo infatti di produrre un
bene, la cui produzione unitaria richiede il consumo di una certa quantita di capitale K1 che nel
processo produttivo rilascia una certa quantita percentuale di sostanze inquinanti. Se questo rilascio
e costante nel tempo, e quindi lineare nella struttura, lo stock totale di inquinante & facilmente
definito dall’output totale prodotto. Tornando ora al problema delle simulazioni numeriche prima
accennato, analizziamo alcune situazioni. Una prima simulazione considera si<s, e a> [, ovvero
il saggio di investimento in beni capitali che producono inquinamento & minore di quello dell’altro
tipo di beni, mentre la produttivita nel settore che produce con capitale inquinante € maggiore di
quella dell’altro settore. La funzione di produzione, come gia detto sopra, €& di tipo additivo, e i
coefficienti di produttivita comprendono anche la produttivita della forza-lavoro. Questo modo di
trattare il contributo della forza-lavoro all’output complessivo é riduttivo e comporta una forzatura
probabilmente difficile da accettare, ma per il momento € necessario per rendere il modello lineare
e fare alcune prime valutazioni. Inoltre, per il momento, non abbiamo una equazione dinamica
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dell’output complessivo e non & presente una politica di abbattimento dello stock di inquinante da
parte del Governo con conseguente equazione dinamica che ne definisca la relativa evoluzione. Sulla
base di queste premesse, sono stati adottati i seguenti valori numerici dei coefficienti (puramente
ipotetici):

a = coefficiente di produttivita di K1 = 0.8

B = coefficiente di produttivita di K, = 0.6

s1 = quota dell’output complessivo investita in K1 = 0.1

s2 = quota dell’output complessivo investita in Kz = 0.2

y = coefficiente di inquinamento relativo al solo primo settore = 0.05

6 = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante P da parte dell'ambiente = 0.06
A = coefficiente di ammortamento per i due tipi di capitale = 0.1

Con questi coefficienti e valori iniziali K1=100; K2=50; P =50, si ottiene la seguente soluzione del
sistema dinamico di cui sopra:

(1.5)
K, (t) = 45701t 4 5501t

Ky(t) = —60e 01t + 11001t
P(t) = —45e 01 + 13.75¢%1¢ 4 81.25¢006¢

Essendo gli esponenti sia positivi che negativi, la dinamica, per ognuna delle tre variabili, & instabile
e tende all’infinito per t tendente a infinito. Il valore degli esponenti era facilmente deducibile dagli
autovalori sopra calcolati in termini analitici, inserendo i valori numerici senza bisogno di dover dare
una soluzione completa del sistema di equazioni, dal momento che gli esponenti della soluzione
generale non sono altro che gli autovalori del sistema. Comunque, sulla base di questo primo
risultato, possiamo fare anche numerose altre ipotesi sulla consistenza numerica dei coefficienti ed
ottenere cosi altre dinamiche molto interessanti. Per esempio, se si invertono i coefficienti di
produzione dei due tipi di capitale, sicuramente il ritmo di crescita sia di K1 che di K2 aumenta, in
guanto il maggior investimento nel settore a piu alta produttivita del capitale (in questo caso il
settore con capitale non inquinante) contribuisce non solo ad accrescere I'output complessivo ma,
di conseguenza, ad accrescere anche la dinamica di crescita dei due tipi di capitale. Occorre qui
aggiungere una nota che vale anche per i successivi modelli di questo tipo, anche se con alcune
varianti al modello base. Mi riferisco al problema dell’unita di misura delle variabili. E’ ovvio che
occorre una unita di misura uniforme per tutte le variabili. Ora, mentre & intuitivo che il capitale e il
reddito siano misurati in unita monetarie, meno intuitivo sembra questo approccio per lo stock di
inquinante. Il problema pud comunque essere superato se si considera tale aggregato come il valore
monetario dell’intervento necessario ad abbattere totalmente lo stock. E’ evidente allora, che il
coefficiente di emissione in termini monetari non ¢ altro che I'incremento marginale dello stock di
9



inquinante, sempre in termini monetari. L’assunzione e abbastanza forte, ma necessaria se si vuole
stabilire una certa logica nella struttura dei rapporti fra le variabili. All'inizio, in merito all’analisi non
numerica del Jacobiano del sistema, si & detto che non si considerava la possibilita che un autovalore
fosse zero, ma ovviamente tale evenienza non puo essere scartata per definizione in quanto la
particolare configurazione numerica dei coefficienti potrebbe comportare tale possibilita. Quando
si presenta tale situazione, occorre ricorrere ad un teorema presentato in Brock-Malliaris (Brock e
Malliaris, 1989, pag. 66 e seg.) riguardo ai sistemi lineari con coefficienti costanti. Sostanzialmente
esso afferma che la soluzione nulla & stabile (non asintoticamente stabile) se vi sono autovalori non
positivi e quelli zero sono semplici zero del polinomio caratteristico della matrice del sistema (lo
Jacobiano). Vediamo qual € il modo di procedere (esso vale per tutti i casi che troveremo da ora in
avanti senza dover ripetere la procedura di verifica). Supponiamo di avere i seguenti valori dei
coefficienti:

$=5,=01;a=06;=04;1=0.1; y=0.05; 6§ =0.06
Allora lo Jacobiano assume la seguente configurazione numerica:
(1.6)

-0.04 0.04 0
0.06 —-0.06 0
0.03 0 —-0.06

che ha determinante zero ed autovalori:
(1.6A)
[-0.06, -0.01, 0]

Dato che un autovalore & zero, affinche il sistema sia stabile occorre che vi sia un autovettore
linearmente indipendente per I'autovalore zero del sistema:

(1.7)
[A—Allp=0

dove p € un vettore colonna contenente p1, pa2, ps.
La soluzione del sistema e datada :
(1.8)

[p1 = 2p2, P2 = 2p3, P53 = D3]

Come & possibile rilevare esiste un solo autovettore linearmente indipendente datoda [ 2, 2, 1 ].
Cio rispetta la regola dettata dal teorema presentato in Brock-Malliaris, ed il sistema e stabile. (Per
essere asintoticamente stabile, tutti gli autovalori del Jacobiano dovrebbero essere negativi). Prima
di andare oltre, vogliamo fare una breve digressione per quanto riguarda la dinamica dello stock di
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inquinante, non considerando esplicitamente il capitale inquinante e continuando per ora a non
considerare la politica di abbattimento del Governo. Nel modello, ripreso da Uzawa (Uzawa, 2003,
pag. 169 e seg.), non viene data una esplicita soluzione del sistema di due equazioni; noi facciamo
una leggera variante all’equazione che definisce I'accumulazione dello stock di inquinante. Invece
di considerare il parametro a come il livello assoluto di nuove emissioni, lo consideriamo come il
coefficiente di accrescimento dello stock stesso. Per il resto utilizziamo gli stessi simboli come nel
modello di Uzawa utilizzando pero P al posto di V per il livello di accumulo delle emissioni di CO2 per
restare fedeli alla simbologia da noi utilizzata in questo lavoro. | coefficienti rappresentano tutti tassi
divariazione che, moltiplicati per la variabile di riferimento, ne rappresentano la variazione assoluta.
I modello & cosi strutturato:

(1.9)
b _ P —uP —yR
gr — AP —HP -y
dRr _ R — bR
a

Per quanto riguarda la prima equazione, il primo termine a destra rappresenta la crescita dello stock
di inquinante dovuto all’attivita di produzione con capitale inquinante e all’attivita di consumo, il
secondo rappresenta I'auto-smaltimento dovuto all’assorbimento da parte degli oceani di parte
dello stock di inquinante presente nell’atmosfera, e il terzo I'assorbimento di tale stock da parte
delle foreste e viene messo in relazione con la superficie delle foreste stesse anche se vari tipi di
foreste hanno coefficienti di assorbimento diversi (ad esempio, le foreste pluviali, hanno un
coefficiente di assorbimento maggiore rispetto ad altri tipi di foreste. Si veda anche, sul cosiddetto
problema della”carbon sequestration”da parte delle foreste e degli oceani, Bateman-Lovett-
Brainard, 2005, pag. 184-218). La seconda equazione definisce la dinamica della superficie delle
foreste stesse. Il primo termine a destra ne rappresenta la crescita dovuta al rimboschimento,
mentre il secondo termine ne definisce la diminuzione per via dell’utilizzo dovuto alle varie attivita
economiche. La soluzione del modello sopra, trattandosi di modello lineare, & possibile in forma
chiusa ed e data da:

(1.10)

(aPO - ,LLPO + bPO - WPO - )/Ro)(e(a_“)t)

PO = —-w+b+a—pu

R(t) = Ro(e™Dt)

Mentre I’analisi della soluzione dell’equazione dinamica della superficie forestale & molto semplice
e dipende dal valore dei due coefficienti sopra definiti, I'altra soluzione & leggermente piu
complicata nella lettura, e dipende fondamentalmente dai segni del numeratore e del
denominatore che, a loro volta, dipendono da un complesso intreccio dei valori dei coefficienti. Noi,
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per rendere piu semplice una prima analisi, abbiamo simulato il modello per alcuni valori numerici
ipotetici, utilizzando i seguenti valori:

a=0.06; u=0.05; y=0.02; w=0.08; b=0.06; Po=700 Ro=1000.

La soluzione del suddetto sistema & quindi data da:

(1.12)
P(¢) = 2700e%°% — 2000e0%¢
R(t) = 100007

La crescita continua di R porterebbe, in ultima analisi, ad un azzeramento di P (il limite matematico
della parte destra della prima equazione, per t tendente a infinito sarebbe dato da - infinito ma e
chiaro che economicamente esso non ha significato). Comunque, con questi dati e facile ricavare il
valore di t per cui il valore dello stock di inquinante si ridurrebbe a zero. Esso € dato da t = 30.01.
Con questo valore del tempo la superficie delle foreste sarebbe data da 1822.483. Graficamente
abbiamo:

51111"53'125:&1

La linea rossa rappresenta la dinamica della superficie delle foreste, mentre quella verde la dinamica
dello stock di inquinante. Ovviamente, il modello cosi strutturato incorpora elementi in parte
irrealistici in quanto una crescita continua della superficie delle foreste trova limiti oggettivi
facilmente identificabili. L'equazione dinamica andrebbe modificata in modo da tenere conto anche
per la superficie delle foreste di una capacita di carico, identificata dalla superficie massima possibile
compatibile con una serie di vincoli. Allo stesso modo, una caduta a zero dello stock di inquinante
interamente determinata da fattori naturali, senza nessuna attivita di abbattimento da parte del
Governo, sembra una assunzione talmente forte da apparire francamente irrealistica, e che
andrebbe anche a contraddire quanto abbiamo finora sostenuto in merito alla necessita di un
intervento massiccio del Governo nella gestione della politica di abbattimento e mitigazione.
Vediamo come cambia la dinamica del sistema se si inserisce nella equazione dinamica delle foreste
una capacita di carico. Il sistema si configura ora nel modo seguente:

(1.12)

b _ P P R
dt_a u 14
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R _ R(l R) bR
a M

La prima equazione ¢ identica a quella del sistema precedente, mentre la seconda cambia in quanto
si e introdotto M che rappresenta il limite massimo che la superficie forestale puo raggiungere dati
tutta una serie di vincoli. Il sistema € ora non lineare e presenta due punti di equilibrio dati da:

(1.13)

yM(w — b) M(w—b)

[Po'Ro] = [O;O]} [P1»R1] = [ W(a _ﬂ) ’ W

Lo Jacobiano valutato nel punto di equilibrio all’origine & dato da:

(1.14)
a—p -y ]
0 w—b
con i seguenti autovalori:
(1.15)
[a —ww—Db]

L’'origine € stabile solosea<uew<b.
Valutato al secondo punto di equilibrio lo Jacobiano € dato da:

(1.16)

con autovalori:
(1.17)
[a—pu,—w + b]

Tale punto di equilibrio e stabile solo se a < u e w > b. Come & possibile rilevare, la superficie delle
foreste tende ora a un limite che & stabile, se si verifica la condizione w > b. La stabilita per quanto
riguarda la superficie delle foreste, puo essere rilevata anche risolvendo la relativa equazione che si
trova espressa in forma logistica. La soluzione, in forma numerica per semplificare I'espressione
analitica abbastanza complessa, € data da:
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(1.18)

3000
R(t) = ———
10 — 7e 50

Dove si e considerato R(0) = 1000 e M = 1200 e gli stessi valori di prima per i coefficienti. Quando t
tende a infinito, R(t) tende a 300 che & esattamente il valore di equilibrio ricavabile dalla (1.13).
Quindi con w > b, per le foreste, I'origine & instabile mentre diventa stabile il secondo punto di
equilibrio. Ma, ovviamente, il concetto di stabilita deve riguardare tutto il sistema, che & ancora
instabile nel suo complesso se a > u, ipotesi che normalmente ha una logica altrimenti una politica
di abbattimento non avrebbe senso. E’ evidente anche che la capacita di carico massima per la
superficie forestale € uguale al secondo punto di equilibrio per R solo se b = 0. Infatti abbiamo

(1.19)

6000
R(t) =——F—
5+ e_(ﬁ)t

che ha per limite R(t) = 1200 che & esattamente la capacita di carico.

Introduciamo ora in questo modello la politica di abbattimento, con un coefficiente di variazione di
tale politica che cresce esponenzialmente con il livello dello stock di inquinante. In seguito, il tasso
di variazione della politica di abbattimento sara in relazione al tasso di variazione dello stock di
inquinante e al rapporto fra lo stock di inquinante presente e un livello considerato un valore limite,
oltre il quale i danni prodotti rischiano di essere irreversibili. Nella seconda appendice, adotteremo
ancora una diversa formulazione dinamica della politica di abbattimento, che si fonda su ipotesi
diverse. Il modello € ora il seguente:

(1.20)
P o aP—uP—yR—0a
ar = o HP YR o
dR— (1 R)R bR
ac =Y M
dA
a:ae(ZP)A

Il sistema non-lineare, presente due differenti punti di equilibrio dati da:

(1.21)

yM(w — b) M(w — b) 0

)

[POI ROIAO] = [OIOIO]; [Pll RlIAl] = [

w(la—p) ’ w
Lo Jacobiano del sistema e dato da:
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(1.22)

a-—u -y -0

0 w{l—ij—W—R—b 0
M) M

ahze™ 0 ae™

Valutato all’origine esso € dato da:

(1.23)

a-u -y -0
0 w-=b O
0 0 a

con autovalori:
(1.24)
[a—ww—>b,a]

Dato che tutti i coefficienti sono positivi, la presenza del terzo autovalore che sicuramente &
positivo, rende il sistema instabile. L'origine € dunque instabile. Valutato al secondo punto di
equilibrio, lo Jacobiano e:

(1.25)
a—u -y -0
0 w(l—w—_bJ—w 0
w
M (w-b)
0 0 ae V@M
con autovalori:
(1.26)
zyM(w—Db)

[a—u,—w +b,ae wla-u) |

Anche in questo caso le condizioni di stabilita sono facilmente deducibili dalle considerazioni sulla
possibile consistenza numerica dei coefficienti, e vale lo stesso discorso di prima per quanto riguarda
le foreste. Ma, come abbiamo fatto rilevare gia, normalmente a > u e quindi cio e sufficiente a
rendere il sistema non-lineare localmente instabile, a meno che il secondo autovalore sia zero: in
tal caso il teorema Hartman-Grobman non e applicabile e, in base alla teoria, non potremmo fare
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alcuna deduzione in merito alla dinamica del sistema. Comunque, basta la presenza di un autovalore
positivo a rendere il sistema instabile (Gandolfo, 1997, pag. 362). Dato che faremo spesso
riferimento al teorema Hartman-Grobman dobbiamo definirne il significato: esso stabilisce che, se
gli autovalori di un sistema linearizzato sono reali oppure complessi ma con parte reale non nulla,
allora la dinamica del sistema linearizzato puod essere estesa al sistema originale non lineare almeno
nell’intorno del punto di equilibrio. La presenza di almeno un autovalore nullo non rende applicabile
tale teorema e quindi, dalla linearizzazione, non siamo in grado di trarre conclusione sulla dinamica
del sistema originale nemmeno a livello locale. Per esempio, con autovalori puramente immaginari,
non sappiamo se anche il sistema originale avra una dinamica tipo centro o fuoco (Hirsh-Smale-
Devaney, 2013, pag. 159 e seg. - Lynch, 2010, pag. 113 e seg. — Caputo, 2005, pag. 337 e seg. - Brock
e Malliaris, cit., pag. 253 e seg.). Tuttavia, come vedremo, basta la presenza di almeno un autovalore
positivo per definire il sistema non stabile anche se tutti gli altri autovalori fossero uguali a zero con
la conseguente inapplicabilita del teorema Hartman-Grobman. Nel seguito di questo lavoro non
utilizzeremo comunque la suddivisione fra assorbimento degli oceani e delle foreste per non
appesantire la trattazione, dal momento che dovremmo aggiungere ancora una equazione con
ulteriori coefficienti. Sara utilizzata, come nel modello precedente, una forma generale che
comprende un solo coefficiente di auto-smaltimento che pud essere inteso, senza perdita di
generalita, come una media ponderata dei due coefficienti definiti precedentemente.

3 - Modello 2

Procedendo ora con I'analisi che prevede I'utilizzo di due tipi di capitale, in questo secondo modello
viene fatto un ulteriore passo avanti, in quanto viene introdotta una equazione dinamica per
I'output globale, e si fa I'ipotesi che nessuna quota di esso venga investita per aumentare lo stock
di capitale Ki. Sicuramente questa € una decisione di politica economica strategica soprattutto se la
produttivita del capitale inquinante fosse ancora superiore a quella del capitale non inquinante e
sicuramente non ortodossa rispetto ai canoni tradizionali della teoria economica. Ma in tal caso,
considerazioni strategiche di medio e lungo periodo quali I'abbattimento dello stock di inquinante
accumulatosi e la limitazione di nuove emissioni, hanno il sopravvento su mere considerazioni di
efficienza economica per lo meno di breve periodo. E’ questa una ipotesi plausibile? lo penso che lo
sia. Perseguire |'efficienza di breve periodo puo rivelarsi un obbiettivo miope e potrebbe condurre,
nel lungo periodo, ad una situazione di grave irreversibilita nel degrado ambientale. Ovviamente
sarebbe possibile anche investire tutto in K1 se la produttivita del capitale inquinante fosse talmente
piu alta di quella del capitale non inquinante, da compensare la diminuzione di produzione che puo
derivare dall’alto livello dell’inquinamento, comportando pero¢ il rischio che un elevato livello dello
stock di inquinante produca effetti alla lunga irreversibili sull’intero sistema. Soluzioni in cui si
investe o tutto in K1 o tutto in K2 sono dette soluzioni bang-bang?. Su queste questioni di decisioni
di politica economica ritorneremo in seguito, anche perché richiedono valutazioni rilevanti e,
soprattutto, capacita da parte del Governo di imporre certe scelte molto probabilmente diverse
rispetto a quelle che opererebbe il mercato se lasciato libero di funzionare secondo i propri

tradizionali meccanismi. Quindi, rispetto al mod. 1, ora abbiamo s1= 0 e s, = 0.3. Si fa cioe l'ipotesi
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che cio che non viene piu investito in capitale inquinante viene aggiunto alla quota di investimento
in capitale non inquinante. Questa ipotesi non € comunque necessaria per I'analisi della dinamica
del modello sul piano qualitativo. Essa sarebbe la stessa anche se si facesse I'ipotesi che cido che non
viene piu investito nel capitale inquinante, non fosse investito nell’altro tipo di capitale. E’ evidente
come il solo elemento che ora influisce sulla dinamica di Ki, sia dato dal coefficiente di
ammortamento che si continua a supporre uguale sia nel primo che nel secondo settore. Inoltre, in
una prima simulazione, si fa ora I'ipotesi che a < 8 e che si inverta il valore dei coefficienti di
produttivita dei due tipi di capitale. Adottando gli stessi valori del mod. 1, con in piu ora Y(0) = 100,
la struttura in termini numerici del modello, si presenta come segue:

(2.2)
dk _ 0.1K
dt ~ 1
dK,
—. = 03(0.6K, +08K,) — 0.1K,
ap = 0.05(0.6K;) — 0.06P
dt —_— . . 1 .
av 0.6 (dK1> +08 (dKZ)
dt ~ \dt N\ dt

Per quanto riguarda la quarta equazione che definisce la dinamica dell’output globale, occorre
rilevare che i membri di destra non rappresentano altro che il prodotto fra la produzione marginale
per ogni tipo di capitale (che si suppone costante) e I'equazione dinamica del capitale stesso. Tale
principio, utilizzando la regola della catena, puo essere cosi formalizzato:

(2.2)
dY dY dk, dY dK,

dt ~ dK, dt T dK, dt

Questa espressione, come forma generale, vale anche per tutti i successivi modelli che andremo ad
analizzare anche se, in alcuni casi, le singole componenti della forma generale sono piu complesse
data la forma non-lineare delle relazioni strutturali. Fatta questa doverosa precisazione, la soluzione
del suddetto modello & la seguente:

(2.3)
Ky (t) = 100e~01
Ky (t) = =75 701 + 125014
P(t) = —75e %1t + 125006

Y(t) = 100e%14¢
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Da una rapida analisi della soluzione e possibile rilevare come la dinamica del capitale inquinante
sia ora determinata unicamente dal tasso di ammortamento e tenda al valore zero con t tendente
a infinito. Ma con il capitale inquinante che tende a zero, ora si modifica anche la dinamica dello
stock di inquinante in quanto anch’esso tende, ovviamente, a zero dato che & solo K1 che alimenta
lo stock di P. Anche per questo modello, come per quello precedente utilizzando lo stesso
procedimento, & possibile dare una soluzione analitica alla dinamica dell’intero sistema, utilizzando
nell’equazione dell’'output al posto delle derivate I'espressione della funzione di produzione
identificata con Y, e data da:

(2.4)

dy
E = a(_AKl) + ﬁ(SZY - AKz)

Utilizzando i coefficienti simbolici, otteniamo il Jacobiano che & dato dalla semplice matrice dei
coefficienti data la linearita del sistema :
(2.5)

-4 0 0 0
s,a s,p—-4 0 0
yo 0 -0 0
—ay =Py 0 s,p

Gli autovalori della matrice sono ora dati da:

(2.5A)
[4,$28 — A, —6,5,P]

E’ ora possibile verificare come, date le ipotesi di positivita di tutti i coefficienti, il primo e il quarto
autovalore sono positivi e gia questo indica che il punto di equilibrio definito dall’origine & instabile,
senza bisogno di conoscere il segno del secondo autovalore. Qui, non importa se esso fosse
eventualmente zero, in quanto basta la presenza di almeno un autovalore positivo a rendere il
sistema instabile (punto iii del teorema 4.1 Brock-Malliaris, cit.). L'inserimento del valore numerico
dei coefficienti conferma, in questo caso, che anche il secondo autovalore € positivo e dunque il
sistema & instabile. Anche in questo secondo modello, I'analisi degli autovalori da un punto di vista
analitico, ci permette di definire le condizioni generali di stabilita. Se noi consideriamo ora che sia
ancora il capitale inquinante ad avere il maggior coefficiente di produttivita, « = 0.8 e § = 0.6, e con
Y(0) = 110 , non si modifica la dinamica qualitativa del mod. 2, solo che tale dinamica muta in
intensita in alcune sue caratteristiche. La soluzione é ora:
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(2.6)

K, (t) = 100e~01¢
K,(t) = —133.33e7%1t + 153.33e008¢
P(t) = —100e~%1t 4+ 150¢ 006t
Y(t) = 92e%98 4+ 18

Non stiamo qui a ripetere il procedimento analitico fatto in precedenza, dal momento che non e
cambiata la struttura qualitativa del modello. Alcune precisazioni e osservazioni sono pero ora
necessarie anche se semplici nella logica, date le ipotesi che abbiamo adottato. Sulla dinamica di K;
non c’é niente da aggiungere, in quanto la struttura & la stessa del precedente modello. Per quanto
riguarda K il ritmo di crescita dello stock e ora inferiore a prima in quanto tutto I'investimento
converge sul capitale non inquinante che, avendo per ipotesi produttivita inferiore al capitale
inquinante, rallenta il ritmo di crescita dell’output globale e quindi dell’investimento complessivo
che equivale all'investimento nel solo settore che utilizza K. Anche per quanto riguarda P, il ritmo
di convergenza a zero e lo stesso del precedente modello data I'eguaglianza degli esponenti. Per
guanto riguarda Y, il ritmo di crescita e inferiore, per le stesse considerazioni fatte a proposito di K.
Cio e facilmente rilevabile dal valore dell’esponente 0.08 < 0.14. Graficamente possiamo apprezzare
guesta differenza nel ritmo di crescita di Y(t):

151

La linea rossa si riferisce alla situazione con a < 8, mentre la linea verde a quella con a > 8. Tutto cio

€ antieconomico? Ad una prima valutazione superficiale e se continuiamo a ragionare in termini

della teoria economica tradizionale, la risposta non puo che essere affermativa, in quanto cessare

I'investimento proprio nel settore dove il capitale ha il piu alto coefficiente di produttivita sembra

fuori da qualunque logica. Ma se noi valutiamo piu attentamente le conseguenze dell’utilizzo
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massiccio di capitale inquinante, la risposta non & piu cosi scontata ma richiede un ragionamento
piu approfondito ed attento e da un punto di vista sostanzialmente diverso. Come si & gia piu volte
ripetuto in precedenza, I'emissione di sostanze inquinanti causa esternalita negative e puo avere
effetti non solo sulla capacita produttiva della forza-lavoro, ma pud anche influire direttamente sulla
capacita produttiva di alcuni settori piu esposti all’emissione di sostanze inquinanti, riducendone
notevolmente tale capacita, come per esempio il settore agricolo. Inoltre, la crescita dello stock di
inquinante pud comportare un intervento massiccio da parte del Governo in politiche di
abbattimento di tale stock, utilizzando risorse che vengono quindi sottratte all'impiego nei settori
produttivi, comportando quindi una generale riduzione dell’output globale. Questa & un po’ la
convinzione generale. Tuttavia, a questo proposito, e ad una pil attenta analisi, occorre dire che
I'utilizzo di risorse da impiegare in politiche di abbattimento, anche sottratte alla produzione
tradizionale, sicuramente genera un reddito in quanto contribuisce alla produzione di servizi
ambientali che dovrebbero essere compresi nel calcolo del Pil. Quindi, I'impiego di risorse in
abbattimento non significa diminuzione tout-court dell’output complessivo, ma occorre fare una
valutazione dell’effetto netto totale. Se teniamo conto di un vincolo sulle risorse, molto
probabilmente avremo una diversa composizione qualitativa dell’output complessivo, con una
diminuzione dell’output di beni tradizionali, ed un aumento di servizi ambientali dovuti all’attivita
del Governo ma che entrano a pieno titolo in una funzione di utilita. Nella equazione dell’output
complessivo occorrerebbe quindi inserire anche un elemento che tenga conto di questo importante
fenomeno, se si considera anche che I'intervento del Governo puo assumere dimensioni di notevole
consistenza. Vedremo come e possibile considerare questo elemento, quando prenderemo
esplicitamente in esame I’equazione dinamica dell’abbattimento. Tornando ora all’aspetto centrale
di questo modello, nel lungo termine, il fenomeno del sorgere di esternalita negative puo pil che
controbilanciare il fatto che il capitale inquinante abbia capacita produttiva superiore rispetto al
capitale non inquinante. La dinamica dell’output non & pil cosi scontata come quella descritta dalla
soluzione del modello di cui sopra ed evidenziata chiaramente nel grafico. La teoria deve
considerare questo importante fenomeno, altrimenti I'analisi rischia di essere incompleta e
fuorviante. Ritorneremo in seguito su questo problema apportando modifiche al modello base per
tenere conto di questa possibilita.

4 - Modello 3

Torniamo ora alla struttura del mod. 1. Tralasciamo per il momento I'equazione dinamica
dell’output, ed inseriamo un elemento smorzante di tipo esponenziale sulla intera funzione di
produzione, per tenere conto degli effetti dello stock di inquinante sull’intero sistema economico.
Questo ¢ in linea con quanto detto nel commento finale al mod. 2. Ovviamente questo comporta
una diminuzione dell’output globale e, quindi, anche del settore che produce con capitale non
inquinante, se si considera che anch’esso sia esposto agli effetti dell'inquinamento prodotto dal
primo settore. Probabilmente, bassi livelli dello stock di inquinante potrebbero avere conseguenze
minime sul livello dell’output. Di questo si terra conto quando formuleremo lo smorzamento
esponenziale tenendo conto di una sorta di capacita di carico. Si continua a supporre che la
produttivita del capitale inquinante sia ancora maggiore di quella del capitale non inquinante.
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L'ipotesi non & economicamente infondata e senza una ragione logica, in quanto in una prima fase
il passaggio ad un maggior investimento nel settore con capitale non inquinante puo essere molto
lento in modo tale da non permettere ampie economie di scala e quindi aumenti di produttivita tali
da superare la produttivita del capitale inquinante. Questo € un problema di natura tecnica e
dipende dalla specifica struttura della funzione di produzione in ogni settore e dal livello dello
sviluppo tecnologico in una determinata fase storica. Si utilizzano ancora i valori numerici dei
modelli precedenti, con in piu il coefficiente z=0.002, che rappresenta I'intensita con cui lo stock di
inquinante esercita un effetto smorzante sulla produzione di ambedue i settori. Ovvero, rappresenta
I'elasticita in negativo dell’output rispetto al livello dello stock di inquinante. Tale coefficiente
dovrebbe incorporare tutti gli effetti descritti nel commento finale del modello precedente. La sua
piu 0 meno esatta quantificazione numerica credo sia operazione piuttosto complessa, in quanto
I'individuazione dei meccanismi di trasmissione degli effetti dello stock di inquinante sugli elementi
prima analizzati presenta notevoli livelli di incertezza. Comunque, in linea generale, piu elevato &
tale coefficiente, maggiore e l'effetto di smorzamento. Su questo, ovviamente, non ci possono
essere dubbi. Un elemento di grande incertezza, ma di rilievo non certo trascurabile che invece puo
sorgere, € che z collega due variabili P e K, la cui consistenza & sicuramente definita in unita di misura
diverse. Tale coefficiente deve quindi essere in grado di cogliere e riflettere anche questo specifico
aspetto del problema. Il modo con cui tale coefficiente debba essere determinato, non & compito
del nostro lavoro. Fatte queste precisazioni, la struttura del modello si presenta ora nel modo
seguente:

(3.1)

dK
d—tl = 0.1(0.8K; + 0.6K,)e™0902P _ 0 1K,

dK.
d—tz = 0.2(0.8K; + 0.6K,)e 00927 _ 0 1K,

dP
P 0.05(0.8K;)e %002 — 0.06P

La funzione di produzione & ora la seguente:

(3.2)
Y = (0.8K, + 0.6K,)e~0-002P

Il sistema & non lineare e non puo essere risolto, come i precedenti, in forma chiusa. La non linearita
non & dovuta a fattori interni specifici ad ogni singolo processo produttivo, che continua invece ad
essere lineare come nei casi precedentemente analizzati, ma al collegamento con la specifica
variabile ambientale che & lo stock di inquinante. E’ l'accoppiamento fra le variabili piu
specificamente economiche e quelle ambientali che fa sorgere la non-linearita nel modello e, di
conseguenza, la sua non risolubilita in forma chiusa. Da qui deriva il nome di modelli integrati
economia-ambiente. Occorre quindi trovare i punti di equilibrio del sistema stesso, ed operare una
linearizzazione calcolando il Jacobiano e valutandolo ai punti di equilibrio che si trovano ponendo le
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derivate sulla parte destra del sistema uguali a zero. |l sistema presenta due punti di equilibrio che
sono i seguenti:

(3.1A)
[K10,K20,P0]=[0,0,0] e [ Ki1Kz1,P1] =[1039.72, 2079.44, 346.57]
Il Jacobiano valutato secondo il primo punto di equilibrio fornisce i seguenti autovalori:
(3.1B)
[-0.06, 0.1,-0.1]

Essendo tutti reali, € possibile applicare il teorema Hartman-Grobman, ed essendovi un auto- valore
positivo il sistema continua a essere instabile. Infatti, la presenza di un autovalore positivo anche se
gli altri fossero zero, conferirebbe ugualmente instabilita al sistema non-lineare, pur non potendosi
in tal caso applicare il teorema Hartman-Grobman, e quindi non potendo definire I'esatta dinamica
per il sistema non-lineare anche localmente ( la questione & stata accennata anche in precedenza).
Ma l'instabilita sarebbe comunque accertata. Non & vero il contrario, ovvero (citiamo per intero):
“This theorem in sometimes misinterpreted as stating that the system’s matrix must not have any
root with zero real part if we want to ascertain the properties of the non-linear systems from those
of the linear approximation. This is certainly true as regards local asymptotic stability, but not as
regards instability. The presence of at least one root with positive real part is sufficient to state that
the non-linear system is locally instable, even if there are other roots with zero real part (...) the
stability of the equilibrium solution cannot be determined from the properties of the linear
approximating system if all the latent roots of A have real part < 0 but at least one root has zero
real part” (Gandolfo, cit. pag. 362). Valutato in base al secondo punto di equilibrio, gli autovalori
(arrotondati) del Jacobiano sono i seguenti:

(3.1C)
[—0.05 + 0.04i, —0.05 — 0.04i, —0.1]

che sono tutti autovalori con parte reale non zero, in quanto uno é reale e negativo, e gli altri due
sono complessi ma con parte reale non zero e negativa, con i punti di equilibrio che sono ancora
iperbolici (si dicono iperbolici punti di equilibrio consistenti in numeri reali o in numeri complessi
ma con parte reale non zero) come nel caso precedente. Allora, il teorema Hartman-Grobman &
ancora applicabile e il sistema linearizzato e stabile. Quindi, per il suddetto teorema, anche il sistema
non-lineare e stabile, almeno nell’intorno del punto di equilibrio. Del sistema linearizzato possiamo
anche fornire la soluzione numerica. Essa e data da:

(3.3)
K;(t) = 1039.72 — (0.5¢7%95)(1879.44 cos(0.04t) — 523 sin(0.04t))

K,(t) = —150(e™%1t) + (e7995)(—1879.44 cos(0.04t) + 523 sin(0.04t)) + 2079.44
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P(t) = 346.57 — 21.43e7 %1t — (¢7005)(275.14 cos(0.04t) + 122.17 sin(0.04t))

Nonostante la soluzione a prima vista sembri complessa, & agevole rendersi conto che, essendo
negativi tutti gli esponenti dei termini esponenziali, la dinamica del sistema per tutte e tre le variabili
sia tale che il punto di equilibrio della soluzione non nulla sia un attrattore stabile, mediante
oscillazioni smorzate. Il sistema linearizzato & stabile, ed & stabile anche |'originale sistema non-
lineare nell'intorno del punto di equilibrio. Il teorema Hartman-Grobman pud quindi essere
applicato. Vi & dunque da rilevare che, I'inserimento di un termine di smorzamento esponenziale,
ha reso il sistema localmente stabile per quanto riguarda il Jacobiano valutato al punto di equilibrio

non nullo. Della soluzione sopra € possibile darne anche una rappresentazione grafica:

(1] AN A R E— 1) 2>y ] =i ]

Come é possibile verificare tutte e tre le variabili dopo una lieve oscillazione iniziale, tendono al
valore determinato dal punto di equilibrio. La linea verde rappresenta P(t), quella rossa Ki(t), quella
gialla Kz(t). E’ possibile nel modello sopra inserire anche I'’equazione dinamica dell’output, ma
dobbiamo un po’ modificare la rappresentazione del sistema, per poter determinare i punti di
equilibrio delle variabili. La sostanza non cambia, in quanto la struttura concettuale resta la stessa.
E’ ancora possibile dare una soluzione in termini analitici degli autovalori del Jacobiano, ma ora
bisogna distinguere fra la soluzione nulla e la soluzione non nulla dei punti di equilibrio. Con lo stesso
significato dei coefficienti e la stessa simbologia otteniamo due punti di equilibrio:

(3.4)

[Klo;Kzo'Po] = [0'0'0,] )

A A A
Kok P = _ln (—52,3 +sla> (5,8 + s,a)6 _szln <—52ﬁ T sla) (58 + s;a)8 B In <—Szﬁ +sla)
e zyal ’ zZyais; ’ z

Per quanto riguarda lo Jacobiano valutato all’origine, non vi sono differenze con gli autovalori del
mod. 1, che continuano ad essere:

(3.5)
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[—4, =0, =1+ sja + s,0]

Ancora una volta, la stabilita del sistema dipende dal segno del terzo autovalore. Se esso fosse zero,
non potremmo applicare il teorema Hartman-Grobman. Lo zero € dunque un valore di biforcazione.
Passando da negativo (positivo) a positivo (negativo) il sistema diventa instabile (stabile). Valgono
quindi le stesse considerazioni del mod. 1. Il problema & molto piu complicato quando si vogliano
determinare gli autovalori del Jacobiano secondo I'altro punto di equilibrio. Innanzitutto occorre
rilevare che esso ha una significativita dal punto di vista economico, solo se I'espressione fra
parentesi del logaritmo & minore di 1 ovvero se [A < s;+s1a]. Cido comporta un valore negativo del
logaritmo e quindi tutta l'espressione diventa positiva per tutte e tre le variabili. Inoltre,
I'espressione analitica degli autovalori del Jacobiano valutati secondo questo punto di equilibrio,
diventa molto complessa e praticamente illeggibile. In questo caso, 'unica via percorribile per avere
un minimo di informazione sulla stabilita del sistema originale non-lineare almeno nell'intorno dei
punti di equilibrio, non e che una simulazione numerica come abbiamo fatto in precedenza,
attribuendo via via valori diversi ai coefficienti ed osservare il comportamento dinamico delle
variabili quando i coefficienti cambiano anche per differenze modeste. Di piu, mi sembra,
oggettivamente, molto difficile poter fare in questo caso specifico.

5 - Modello 4

Il modello si presenta ora nella seguente forma, con i coefficienti in termini numerici che sono
ancora gli stessi del modello precedente e con in piu I'equazione dinamica dell’output:

(4.1)
dky _ 0.1Y — 0.1K.
dt _— . . 1
dkz _ 0.2Y — 0.1K.
dt _ . . 2
dP
== 0.05(0.8K,e~%02P) — 0.06P
dY —0.002P —0.002P
= = 08e7°%02"(0.1(0.8K; + 0.6K;)e ™% — 0.1K;)

+ 0.6e79002P(0.2(0.8K; + 0.6K,)e~%002P — 0.1K,)
Il calcolo dei punti di equilibrio fornisce due valori:
(4.1A)
[K10, K20, Po, Yo] =[0,0,0,0] e [Kui1, K21, P1, Y1] = [1039.72, 2079.44, 346.57, 1039.72]

La linearizzazione del sistema con il calcolo del Jacobiano al primo punto di equilibrio, da i seguenti
autovalori:

(4.1B)
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[-0.06,-0.2,0.1,-0.1]

Essendo autovalori di segno negativo e positivo il sistema presenta ancora instabilita, come nel mod.
3. Se valutiamo invece il Jacobiano al secondo punto di equilibrio esso presenta i seguenti
autovalori:

(4.1C)
[-0.0243+0.04612i, -0.0243-0.04612i, -0.1529, -0.1]

Due sono autovalori reali e negativi e due sono complessi ma con parte reale non zero e negativa, e
il punto di equilibrio & ancora un punto iperbolico. Il sistema linearizzato e stabile, come lo € anche
il sistema originale non-lineare almeno nell'intorno del punto di equilibrio. Ovvero, il sistema &
localmente stabile. Non vi sono quindi differenze fra il mod. 3 e il mod. 4 nella dinamica del sistema.
Non diamo la soluzione numerica del sistema linearizzato, in quanto nella struttura non differisce
da quella del mod. 3. Vi € solo in pil, ovviamente, I'equazione dell’'output complessivo. Tuttavia
anche per questo modello diamo solo la soluzione analitica per gli autovalori del Jacobiano, valutati
alla soluzione nulla, in quanto per I'altro punto di equilibrio valgono le considerazioni fatte per il
mod. 3 a proposito della estrema complessita della soluzione. Dunque, il Jacobiano valutato alla
soluzione nulla del punto di equilibrio & dato da:

(4.2)
-1 0 0 s
0 -1 0 s,
o 0 -0 0

a(s,a—A)+ps,a as,p+p(6s,p-4) 0 0
ed ha i seguenti autovalori:
(4.3)
[—4, =S, — s1a, —A + sy + 5,8, —6]

Ancora la dinamica del sistema dipende dal segno del terzo autovalore, data la negativita degli altri
tre. Possiamo dire, con maggior precisione, che il valore zero di esso rappresenta ancora un valore
di biforcazione. Passando da negativo a positivo, il sistema perde stabilita e diventa instabile.
All'opposto se passa da positivo a negativo. Ovviamente queste considerazioni valgono anche per
tutti i modelli dove si presenti una situazione analoga. Occorre pero fare una precisazione sulla
costruzione di questo modello, che vale anche per i successivi dove si presenti la stessa struttura.
Siamo stati indecisi fin da ultimo se applicare alla Y delle prime due equazioni ancora il coefficiente
di smorzamento esponenziale, in quanto tale variabile proviene dalla soluzione dell’ultima
equazione dove vi e stato applicato un doppio smorzamento: uno dovuto alla funzione di
produzione per esteso fra parentesi per ottenere il valore netto della produzione sul quale applicare
il saggio di investimento, e I'altro applicato all'incremento netto complessivo del capitale per
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definire la variazione netta complessiva dell’output. Abbiamo testato il modello anche in questa
forma ed i risultati della linearizzazione, fortunatamente, non differiscono sul piano qualitativo. Il
primo punto di equilibrio & la stesso in quanto i valori sono ancora tutti zero e quindi gli autovalori
del sistema sono gli stessi, mentre per il secondo differisce solo il valore di Y che & 2079,441. Ora,
alcuni autovalori cambiano nella consistenza quantitativa ma mantengono gli stessi segni e, dunque,
non cambia la dinamica del sistema sul piano qualitativo. Per dovere di completezza, essi sono dati
da:

(4.3A)
[-0.09117+0.0499i, -0.09117-0.0499i, -0.0192, -0,1]

Come ¢ agevole vedere, il sistema mantiene ancora stabilita. Tuttavia, nonostante che adoperare
I'una formulazione o I'altra non produca variazioni qualitative nella dinamica del sistema anche per
la soluzione non nulla dei punti di equilibrio, resta il dubbio se tecnicamente sia piu logico formulare
le equazioni della dinamica dei due tipi di capitale come la abbiamo formulata nel presente contesto
oppure con lo smorzamento esponenziale anche sulla Y nelle equazioni che definiscono la dinamica
del capitale.

A questo punto sorge ancora il solito dubbio legittimo. E se cambiassimo i valori numerici dei
coefficienti? La dinamica resterebbe la stessa oppure subirebbe variazioni non solo quantitative ma
anche qualitative? Per individuare se queste modificazioni esistono, occorrerebbe risolvere il
sistema invece che per valori numerici dei coefficienti, in modo simbolico. Tuttavia la soluzione
presenta notevoli difficolta, come abbiamo fatto gia rilevare, nella lettura dei risultati. Ora, per
guanto abbiamo visto a proposito della soluzione nulla del punto di equilibrio, non c’é bisogno della
soluzione completa simbolica del sistema linearizzato. L’analisi degli autovalori ci permette di dare
un giudizio sulla dinamica del sistema non-lineare nell’intorno del punto di equilibrio anche senza
risolvere esplicitamente il sistema linearizzato. Per 'altro punto di equilibrio, anche I’analisi degli
autovaloririsulta praticamente illeggibile. Ancora, il modo migliore di procedere, come fatto rilevare
anche in precedenza, & quello di effettuare numerose simulazioni, con cambi dei coefficienti anche
minimi, e verificare se avvengono modificazioni qualitative nella dinamica del sistema. Prima di
procedere oltre, & necessario ora soffermarsi sulla configurazione che abbiamo utilizzato del
termine di smorzamento. Esso conferisce non linearita al sistema nel suo complesso, ma di per se
stesso € lineare nel rapporto fra z e P. Cid potrebbe essere non del tutto logico, in quanto uno stock
di inquinante crescente potrebbe avere riflessi anch’essi crescenti sulla consistenza dell’effetto di
smorzamento sull’output globale. Allora si potrebbe definire un rapporto fraz e P ditipo z(P)P dove
il coefficiente z € una funzione crescente del livello di P, cioé con Z’'(P) > 0. Il termine esponenziale
assumerebbe allora la seguente configurazione:

(4.4)

Il problema e ora definire la forma di z(P), il che non e per niente agevole e, oltretutto, non
aggiungerebbe significative modifiche qualitative alla dinamica del nostro modello. Comunque, per
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dovere di completezza, proviamo a definire una qualche forma della suddetta relazione. Essa
potrebbe essere la seguente:

(4.5)

s=n(3)

dove X possiamo considerarlo il livello massimo dello stock di inquinante sostenibile oltre il quale si
verificano effetti dannosi tali sul’ambiente da rendere irreversibile la situazione e probabilmente
inutile qualsiasi forma di intervento di abbattimento dello stock di inquinante accumulato. E’ chiaro
che quanto piu e elevato il rapporto P/X quanto maggiore & I'effetto di smorzamento. Lo stesso
valga per h che potremmo definire un coefficiente di sensibilita di z a P/X, ovvero l'intensita con cui
z reagisce ad un aumento del rapporto P/X. La nostra simulazione & stata effettuata sul mod. 3, dove
non si considera I'equazione dinamica dell’output e dell’abbattimento. Considerando ora gli stessi
valori dei coefficienti con in piu h =0.02 e X =600 che definiscono z, 'esponenziale & ora il
seguente:

(4.6)

o [—0.02(6:%0)13]

Senza riscrivere nuovamente tutto il modello, il calcolo dei punti di equilibrio, trattandosi ancora di
modello non lineare, da i seguenti due valori:

(4.6A)
[ K10, K20, Po]1=10,0,0], [Kai1, Ks1, P1]1=1[432.608, 865.216, 144.202 ]

La soluzione fornisce anche un’altro punto di equilibrio ma, essendo i valori tutti negativi, non hanno
nessun significato economico e possono essere trascurati. La linearizzazione con il calcolo del
Jacobiano fornisce, per il primo punto di equilibrio, i seguenti autovalori:

(4.6B)
[-0.06, 0.1, -0.1]

che, essendo di segno alternato, comportano instabilita del sistema. Il secondo punto di equilibrio,
fornisce invece i seguenti autovalori:

(4.6C)
[-0.07+0.056i, -0.07-0.056i, -0.1].

In questo caso tutti gli autovalori hanno parte reale negativa e quindi il sistema non lineare &
localmente stabile. Non forniamo la soluzione del sistema linearizzato in quanto la dinamica ¢ la
stessa del mod. 3 e non diamo nemmeno la soluzione in forma analitica degli autovalori, in quanto
il modo di procedere & ancora lo stesso di tutti i casi precedenti. Come e possibile verificare, la
considerazione dell’esponente dell’esponenziale in forma non lineare non cambia la dinamica
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gualitativa del sistema. Di tale sistema abbiamo fatto varie simulazioni con combinazioni di h e X
diverse, ma la dinamica, a parte I'ovvia diversa intensita quantitativa, non cambia qualitativamente.

6 - Modello 5

Tralasciamo ora la possibilita che il termine esponenziale abbia un esponente non lineare, e veniamo
alla introduzione di una nuova equazione che definisce la dinamica dell’intervento del Governo per
I'abbattimento dello stock di inquinante. Nella prima appendice vedremo come tale variabile venga
inserita in un problema di controllo ottimale dove funge da variabile di controllo rispetto allo stock
diinquinante che rappresenta la variabile di stato. Il modello analizzato in questo paragrafo riprende
in parte il mod. 4, ma I'’elemento smorzante sull’output complessivo dovuto all'inquinamento viene
definito ora in modo lineare per poter cosi risolvere in forma chiusa I'intero sistema originale. Viene
inoltre definita I'equazione dinamica per A differente a quella utilizzata nel modello ampliato
rispetto all’originale di Uzawa che comprende anche la dinamica della superficie forestale (qui essa
e lineare ancora per ragioni di soluzione in forma chiusa) e aggiunto ancora il coefficiente z, questa
volta pero che agisce in modo lineare sull’output, che funge ancora da coefficiente di smorzamento
sulla produzione. Vengono utilizzati gli stessi coefficienti numerici degli esempi precedenti, e si
considera ancora che l'investimento avvenga solo nei beni capitali non inquinanti ma con un
coefficiente s,=0.2. Inoltre viene utilizzato un coefficiente di 0.02 che definisce il livello di intervento
in abbattimento come reazione alla variazione dello stock di inquinamento, e un coefficiente di 0.03
che indica l'intensita con cui A influisce sull’abbattimento di P. La funzione di produzione ¢ ora la
seguente:

(5.1)
Y = (0.6K, + 0.8K,)(1 — z)

I modello si struttura come segue:

(5.2)
iy _ 0.1K
dt ~— 1
dkz _ 0.2Y — 0.1K.
dt _— 0 0 2
dP
E = 0.05(0.6K1)(1 —z)—0.06P — 0.034
dA 0,02 (dP)
dt dt
dy dK, dK,
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La presenza di z nella soluzione finale complica non poco la sua lettura. Per tentare una piu agevole
interpretazione della soluzione, conviene attribuire un certo valore a z. Qui abbiamo considerato z
= 0.02 e abbiamo sostituito a (1-z) il valore 0.98. Cio sta a significare che il valore dell’output
complessivo viene abbattuto del 2% in conseguenza della presenza di un certo stock di inquinante.
Dato che il sistema € lineare, I'unico punto di equilibrio & lo zero per tutte le variabili del sistema.
Gli autovalori sono dati da:

(5.3)
[—0.1,—0.1,—0.06, 0.0568]

La presenza di un autovalore positivo rende il sistema instabile. Anche qui, comunque, occorre fare
numerose simulazioni per verificare I'andamento dinamico delle variabili. Per esempio, una politica
di abbattimento molto elevata da parte del Governo quali effetti puo avere sulla dinamica dello
stock di inquinante? Tale stock pud continuare a crescere per effetto dell’utilizzo di K1, oppure la
dinamica si puo0 invertire? Tali ipotesi devono, ovviamente, essere verificate, ma alcune simulazioni
che abbiamo effettuato aumentando progressivamente il coefficiente che lega la variazione di A con
la variazione di P, mostra una crescita di P e A via via decrescente. La cosa non deve sorprendere,
dal momento che un aumento dell’intervento del Governo in abbattimento, comprime lo stock di
inquinante riducendone la crescita e riducendo, di conseguenza, la necessita dell’intervento stesso.
Anche per questo modello & possibile calcolare gli autovalori in forma generale e stabilire le
condizioni di stabilita, considerando che siamo in presenza di un modello lineare e che non c’'eé
bisogno di ricorrere al teorema Hartman-Grobman. Definendo o come sensibilita di P ad A nella
terza equazione e u come il livello di A in risposta alla variazione del livello di P nella quarta
equazione, ed inserendo nella seconda equazione la funzione di produzione per esteso e nella
quinta Y per la funzione di produzione, la matrice Jacobiana € ora :

(5.4)
-1 0 0 0 0
-1 0 0 0 S,
ya(l—2) 0 -0 -0 0
uya(l—2) 0 —ud - uoc 0
|—ail-2z) —-pAl-2z) O 0 ps,(1-2)

con autovalori dati da:

(5.5)

1 1 1
-1,0 ,Eﬁsz — Eﬁszz + E\/,BZSZZ — 2B%s2z + B2%s22%2 — 4BAs, + 4BAs,z,—6 — uo

Ricordando il significato dei simboli che rappresentano i coefficienti, il primo e il quinto degli
autovalori sono negativi per definizione data la positivita assunta per tutti i coefficienti, il secondo
e zero, e quindi la stabilita del sistema dipende dal segno del terzo e del quarto autovalore. Ancora
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il valore zero per essi rappresenta un valore di biforcazione, in quanto passando da negativo a
positivo e viceversa, cambia radicalmente la dinamica del sistema. Con questi valori, I'’eventuale
presenza di un autovalore positivo e sufficiente a definire I'instabilita del sistema anche se vi € un
autovalore zero. Vale ancora il punto iii) del teorema 4.1 in Brock e Malliaris. Se invece la particolare
configurazione numerica dei coefficienti fosse tale da fornire un autovalore zero (che con questa
struttura del sistema vi sara comunque, dato che la quarta riga del jacobiano € linearmente
dipendente dalla terza) e tutti gli altri negativi, bisogna ricorrere a verificare se vi &€ un autovettore
linearmente indipendente per I'autovalore zero come abbiamo precedentemente fatto. Solo in tal
caso il sistema sarebbe stabile (ma non asintoticamente stabile). Ovviamente, vi deve essere un
numero di autovettori linearmente indipendente uguale al numero di autovalori zero3. Resta ancora
la possibilita di esprimere la dinamica del secondo tipo di capitale smorzando Y del termine (1-z).
Valgono ancora le considerazione fatte a proposito del modello precedente.

Tuttavia in questo modello I'utilizzo del termine smorzante (1-z) dovrebbe essere sostituito da (1-

z(P)) che, pur essendo lineare in P, renderebbe comunque il modello non-lineare. A parte la
necessaria linearizzazione, occorre imporre una condizione affinché non siabbia un output negativo
ovvero 1-z(P) > 0. Un’altra variante potrebbe essere apportata all’equazione che definisce la
dinamica della variabile A che identifica la politica di abbattimento, facendo dipendere tale dinamica
non solo dalla variazione dello stock di inquinante, ovvero il flusso di nuovo inquinante, ma anche
dal rapporto fra lo stock effettivo accumulato e un certo livello identificato come quel livello oltre il
qguale il rischio che i danni causati dallo stock di inquinante siano irreversibili, diventa molto elevato.
Identificando con m il coefficiente di intervento del Governo in relazione al livello raggiunto da tale
rapporto, e con X il livello massimo sostenibile di P come sopra definito, I'equazione dinamica per A
puo essere cosi definita:

(5.6)

dA dp P
e =002(2) +15 (<)
dove si e utilizzato m =15 e X = 600. La simulazione di questa nuova versione del mod. 5, non apporta
variazioni qualitative alla soluzione sopra riportata se non, ovviamente, qualche variazione di natura
guantitativa. La dinamica temporale delle variabili non cambia. Ovviamente occorre sottolineare
che anche il peso di mP/X nell’equazione dinamica di A acquista via via minore importanza in un
modello dove non si effettuano pil investimenti in K1 in quanto P tende a zero. Se invece si
continuano a fare investimenti anche in capitale inquinante, allora valgono le considerazioni fatte a
proposito dell’originale mod. 5, e la dinamica di A dipende dalla dinamica di P che a sua volta
dipende dal livello dell’output prodotto con K1, dall’auto-smaltimento e da A stesso.

7 - Modello 6

In questo modello si adotta una differente concezione della dinamica dell’investimento. L'idea
centrale e che I'investimento non sia una quota fissata e determinata del prodotto complessivo, ma
sia una quota variabile in proporzione al rapporto fra lo stock di capitale effettivo esistente in un
certo momento e un determinato livello prefissato come livello massimo che le imprese sono
disposte ad accumulare, che funge da capacita di carico. Il modo con cui tale principio pud essere
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formalizzato analiticamente & molto semplice e pud essere cosi sintetizzato, partendo dai valori
inizialis1=0.1es,=0.2:

(6.1)

S] . M

L’espressione al denominatore rappresenta la capacita di carico, ed & evidente che quando lo stock
di capitale effettivamente accumulato raggiunge tale livello, il saggio di investimento si riduce a
zero: questo perché le imprese lo ritengono il massimo compatibile con le loro esigenze produttive,
dato il livello tecnologico esistente, la forza-lavoro disponibile, la domanda sul mercato, le
prospettive future, la natura della classe politica al governo e tutti gli altri elementi dai quali possono
dipendere le decisioni di investimento. Strutturato in questo modo, il saggio di investimento (lordo)
diventa dunque una funzione decrescente del rapporto nel membro a destra delle suddette
espressioni. Comunque, inserire la nuova espressione del saggio di investimento nel sistema
complessivo, non risulta per niente agevole in quanto il sistema diventa non-lineare ed anche in
guesto caso se ne puo fare solo una analisi locale mediante la linearizzazione del sistema. E’
possibile, comunque, operare una lieve trasformazione delle suddette espressioni, indicando
rispettivamente con y e x le espressioni fra parentesi a destra delle equazioni. La funzione di
produzione & la stessa del modello precedente, cioé data dalla (5.1), con ancora le stesse
considerazioni sulla Y e il termine di smorzamento nelle prime due equazioni: il modello risulta ora
cosi strutturato:

(6.2)
dy _ 0.1yY — 0.1K
dt - . y . 1
dK,
—. =02xY —0.1K,
2
- = 0.05(0.6K,)(1 — z) — 0.06P — 0.034
dA 0,02 (dP)
dt dt
dy dK
E_06( )(1—z)+08( )(1—2)

La presenza di y e x rende abbastanza ingombrante la soluzione finale anche se possibile in forma
chiusa. Questa si semplifica di molto se continuiamo a fare l'ipotesi che l'investimento nei beni
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capitali che producono inquinamento sia nullo. In questo caso, non forniamo la soluzione per esteso,
ma continuando a fare l'ipotesi che il coefficiente di abbattimento dell’output globale per via
dell'inquinamento sia z=0.02, otteniamo i seguenti autovalori con s; = 0:

(6.3)
[-0.1, -0.1+0.153x, -0.04, -0.06 ]

Mentre l'interpretazione delle soluzioni per Ki(t), A(t), P(t), non presenta difficolta in quanto data
I'ipotesi di s1 = 0 il sentiero dinamico di tutte e tre le variabili converge a zero per t che tende a
infinito, la dinamica delle altre due variabili dipende in modo cruciale dal valore di x = (1-K2/K>™).
Affincheé ambedue le variabili non presentino una dinamica che converge a zero, occorre che
I'esponente dell’esponenziale (autovalore) (-0.1+0.153x) sia positivo. Questo avviene per x > 0.653,
ovvero quando il rapporto K2/K>M < 0.347 che, francamente, & molto basso. Questo non significa che
I'investimento (lordo) sia nullo, in quanto lo diventa solo per valori dello stock effettivo di capitale
uguali allo stock massimo desiderato, ma che uno stock di capitale effettivo di poco superiore a 1/3
di quello massimo rende l'investimento netto negativo data la presenza del coefficiente di
ammortamento. Se pero noi ipotizziamo che cio che non viene pil investito nel settore che produce
con capitale inquinante, viene automaticamente investito nel settore che produce con capitale non
inquinante, e quindi s, = 0.3, allora la soglia perché non si abbia investimento netto negativo anche
nel settore che produce con K si alza e ora deve essere x > 0.433 e K»/K>,M< 0.567. Cio significa che
il fenomeno dell’investimento netto negativo si verifica ora per valori piu alti dello stock effettivo di
capitale e quindi il margine per una crescita positiva sia di K2 che di Y € pilu elevato rispetto al caso
precedente. Queste soglie ovviamente variano quando variano i parametri, o singolarmente o in
combinazioni diverse fra loro, come s, K;M e il coefficiente di ammortamento. E’ ovvio, per esempio,
che aumentando la soglia del livello massimo sostenibile di K2, i margini per un investimento positivo
aumentano. Questo fenomeno non ¢ dissimile dalla dinamica di un popolazione biologica dove il
tasso complessivo di riproduzione (qui I'investimento lordo), va confrontato con il tasso di raccolta
(harvesting), (qui il tasso di ammortamento). La crescita della suddetta popolazione si ha solo se il
tasso di riproduzione supera il tasso di raccolta (nel nostro caso si avrebbe un investimento netto
positivo). Queste considerazioni finali su questo ultimo modello non influiscono, ovviamente, sulla
dinamica delle variabili che dipendono, in ultima analisi, dalla dinamica di K1. Per una valutazione di
tipo analitico, il sistema deve essere riscritto in termini simbolici. Dal momento che la soluzione,
possibile data la linearita del sistema, € comunque molto estesa e di nessuna immediata
interpretazione, procediamo a calcolare lo Jacobiano del sistema lineare considerando ancora nullo
I'investimento nel primo settore. Ovviamente essendo il sistema lineare, non compaiono nel
Jacobiano le variabili del sistema. Inserendo per la linearizzazione nella quinta equazione per le
derivate sulla parte destra, le prime due equazioni del sistema con al posto di Y la funzione di
produzione scritta per esteso, otteniamo:

32



(6.4)

-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 S,X
ya(l—12) 0 -0 -o 0
uya(l—12) 0 —ué —uoc 0
|—ai(l-z) -pAl-z) O 0 s, xp(1-2)]

e gli autovalori sono dati da:
(6.5)
[—4,0,0,—1 — s,xfz + s,xB,—6 — po|

Come e possibile notare, anche in questo caso due autovalori sono zero. Il determinante & zero data
la presenza di una riga che ¢ linearmente dipendente da un’altra (la quarta & ottenuta moltiplicando
la terza per u). Il primo e I'ultimo autovalore sono negativi, mentre il secondo e il quarto dipendono
dalla combinazione fra i vari coefficienti. Anche qui occorre fare le stesse considerazioni fatte in
precedenza quando siamo in presenza di sistemi lineari con coefficienti costanti e almeno qualche
autovalore & zero. Ma non ripeteremo |'analisi dal momento che & esattamente la stessa. Quindi,
dal segno del secondo e quarto autovalore dipende la dinamica complessiva del sistema. Possiamo
anche, a questo punto, calcolare il Jacobiano anche per il caso in cui vi sia investimento nel settore
dei beni capitali che producono inquinamento. Esso & dato da:

(6.6)
-1 0 0 0 S,y
0 -1 0 0 S,X
ya(l-2) 0 -0 -0 0
uya(l-12) 0 —ué —uoc 0
|—ai(l-z) -pA(l-z) O 0  as,y(1-2)+s,x8(1-2)]

e gli autovalori (indicando anche qui con A I'espressione sotto radice) sono dati da:

(6.7)
1 1

0,—4,—8 Al i +1\/A_
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Ancora la stabilita del sistema dipende dal quarto e dal quinto autovalore, in quanto il primo & zero
e il secondo e il terzo sono negativi. Torniamo ora alla questione di come la presenza del termine
esponenziale di smorzamento dell’output complessivo dovuto alla presenza dello stock di
inquinante, puo essere tale da invertire la dinamica dell’output se, in base a quelli che sono i dettami
della teoria economica tradizionale, si investisse tutto nel settore che usa beni capitali inquinanti in
guanto essi presentano capacita produttiva superiore all’altro tipo di beni capitali. Per fare questo
esperimento, utilizziamo prima un semplicissimo modello composto da due sole equazioni in cui
tutto I'investimento e realizzato nel capitale non inquinante che presenta capacita produttiva
inferiore. Non distinguiamo i due tipi di capitale, in quanto l'ipotesi & che o tutto I'investimento &
effettuato in un solo tipo di capitale o nell’altro, cioeé una soluzione ‘bang bang’. Utilizziamo quindi,
indistintamente, il simbolo K adoperato in un modello, per indicare un tipo di capitale, e nell’altro
per indicare I'altro tipo. Lo scopo & di dimostrare come, nel lungo termine, la dinamica dell’output
complessivo subisce un cambio nella sua evoluzione temporale per via della presenza dello stock di
inquinante P. Nel primo semplice modello dove tutto I'investimento e effettuato in capitale non
inquinante e la produzione effettuata solo con questo tipo di capitale, non appare, ovviamente,
I'equazione dello stock di P e nemmeno quella di A. Il modello, utilizzando i dati numerici come nei
precedenti modelli, si presenta come segue:

(6.8)

dK
— = 0.3K0.6 — 0.1K
dt

dY_06(dK)
dt ~  \dt

La soluzione di questo modello € molto semplice. Infatti abbiamo:

(6.9)
K(t) — 1060'08t, Y(t) — 6e0.08t

Come condizioni iniziali sulle variabili abbiamo posto [K(0) = 10, Y(0) = 6]. Il sistema cresce all’infinito,
con tutte le precauzioni del caso quando non si abbiano elementi che ne possano invertire la
tendenza, e I'unico punto di equilibrio, data la linearita e omogeneita del sistema, & |'origine che ¢,
ovviamente, instabile data la positivita degli esponenti. Sul piano strettamente matematico, la
soluzione e perfettamente ammissibile, ma sul piano economico variabili che crescono all’infinito
non sono facilmente accettabili. Secondo Puu, “We should always see unlimited growth as an
anomaly in any model of reality, physical or social (...) Locally in time a process can of course involve
almost exponential growth in a phase of transition from a state that turned unstable, but this must
sooner or later give way to damping as a stable attractor (point, cycle, or even strange), is
approached” (Puu, 2003, pag. 503). Fatta questa doverosa precisazione, la soluzione in forma
generale di questo semplice modello, continuando ad utilizzare i coefficienti fin qui utilizzati nel loro
significato, e data da:

(6.10)
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K(t) = KyeG*a=Dt - Y(t) = aKye©* Dt — K, + Y,

La dinamica del sistema dipende dal valore dell’esponente dell’esponenziale e, per quanto riguarda
la dinamica di Y, occorre notare che la somma netta degli ultimi due termini a destra nella soluzione
e zero dal momento che sono esattamente uguali ma di segno opposto, rappresentando ambedue
il valore iniziale di Y. Cio e facilmente rilevabile dall’esempio numerico sopra: Y(0) = 0.6*10 = 6.
Consideriamo ora, in modo alternativo, che tutto I'investimento venga invece effettuato nel capitale
inquinante anch’esso indicato con K e la produzione effettuata solo con questo tipo di capitale.
Come termine di smorzamento utilizziamo ancora un termine esponenziale con pero z = 0.004. Nella
prima equazione si utilizza I'output globale invece che la funzione di produzione per ragioni di
calcolo dei punti di equilibrio. Si continua a non utilizzare I’equazione dinamica di A per motivi di
semplicita. Per il nostro specifico scopo in questo modello, cioé dimostrare la variazione
nell’evoluzione dinamica di Y, essa non € una variabile cruciale. E’ ovvio pero che, la presenza di una
politica di abbattimento da parte del Governo, contribuisce a diminuire I'effetto di smorzamento in
guanto riduce lo stock di P. Su questo elemento faremo successivamente una considerazione. Fatte
gueste precisazioni, la struttura del modello & la seguente (ancora senza applicare lo smorzamento
esponenziale alla Y nella prima equazione):

(6.11)
dK
— =0.3Y -0.1K
dt
dpP
- = 0.05(0.8Ke~0-004P) _ 0.06P
dy
o= 0.8(e~0904P)(0.3(0.8Ke~0-004P) — 0.1K)

La funzione di produzione & data da:

(6.11A)
Y = 0.8Ke‘°'°°4p

La linearizzazione del sistema porta a due punti di equilibrio:
(6.11B)
[Ko, Po, Yo] =10,0,0] e [Kz, P1, Y1] = [787.92, 218.87, 262.64]
Gli autovalori del Jacobiano calcolati in base al secondo punto di equilibrio sono i seguenti:
(6.12)
[-0.1633, -0.0246-0.051i, -0.0246+0.051i ]

Essi sono uno reale e negativo e gli altri due complessi ma con parte reale e negativa. Il punto di
equilibrio del sistema linearizzato € un attrattore stabile e questo vale anche per il sistema non-
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lineare nell’intorno di tale punto. Il sentiero dinamico delle tre variabili tende al punto di equilibrio
mediante oscillazioni smorzate. Gli autovalori calcolati secondo la soluzione nulla del punto di
equilibrio danno ancora una dinamica instabile per la presenza di un autovalore positivo e due
negativi. Infatti abbiamo:

(6.12A)
[-0.06, -0.24, 0.14 ]

Per questo modello abbiamo comunque provato una simulazione anche con lo smorzamento sulla
Y nella prima equazione del sistema (6.11). La dinamica qualitativa del sistema non cambia.
Tornando ora ai due modelli sopra analizzati, se confrontiamo il sentiero dinamico di Y sia nel
precedente modello che in quello appena analizzato, possiamo osservare un elemento molto
interessante. Questo confronto risulta dal seguente grafico:
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La linea verde rappresenta la dinamica dell’output quando si investe tutto nel settore che produce
con capitale inquinante, mentre quella rossa quando si investe tutto nel settore che produce con
capitale non inquinante. Come e possibile verificare, fino a t compreso all’incirca fra 52 e 54, I'output
globale investendo solo nel settore che produce con capitale inquinante e a piu alta produttivita, e
maggiore dell’output ottenuto investendo solo in beni capitali non inquinanti, ma nel lungo periodo
tende al punto di equilibrio dato da 630.34. L'effetto smorzante dovuto allo stock di inquinante
ancora non compensa, in negativo, la maggior produttivita del settore con beni capitali inquinanti.
Ma, oltre questo limite, la produzione effettuata solo con capitale non inquinante supera l'altra che
tende invece al punto di equilibrio. Ovviamente, se introduciamo anche la variabile A, I'effetto
smorzante di P sull’'output globale si attenua e, in termini del grafico sopra, il punto di inversione
nella dinamica di Y dovrebbe spostarsi a destra, ovvero piu avanti nel tempo. E’ chiaro anche che
per valori di zsempre piu grandi, tale punto di inversione si sposterebbe a sinistra in quanto I'effetto
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smorzante diventerebbe crescente. Combinazioni diverse di z e A definiranno il punto nel tempo
dove avviene l'inversione nella dinamica dell’output. Anche la quota di output che viene investita
contribuisce a definire la dinamica di Y. Comunque, data la struttura del modello, & possibile, con
molta pazienza, provare a utilizzare combinazioni diverse di s, z, A e verificare poi come il punto di
inversione nella dinamica di Y si sposti nel tempo. Non stiamo ancora a ripetere I'analisi di tipo
gualitativo. Trattandosi perd ora di modello non-lineare, le conclusioni tratte dalla linearizzazione
valgono, come al solito, solo nell’intorno del punto di equilibrio. A conclusione di questa rassegna
di modelli, dai quali continua ad essere escluso il lavoro piu per ragioni di semplificazione analitica
che per oggettive ragioni economiche, possiamo dare una formulazione completa del modello in
termini esclusivamente simbolici, senza ricorrere ad una sua soluzione anche per la forma
linearizzata.

8 - Modello 7

Prima di formulare il modello completo definiamo i saggi di risparmio si1 e s, nel modo seguente:

Ky
Sl=510 1_K_M
1

K,
SZ =SZO 1_K_M
2

| valori s10 e s20 rappresentano la quota massima dell’output globale destinata all’investimento,

(7.1)

rispettivamente, nel settore che produce con capitale inquinante e nel settore che produce con
capitale non inquinante, ovvero beni capitali a vecchia tecnologia e beni capitali a nuova tecnologia.
Per come tali saggi vengono definiti, essi rappresentano quanto si investirebbe se il capitale
attualmente disponibile fosse zero. Questo, ovviamente, in teoria, in quanto con un capitale a zero
anche 'output sarebbe nullo con conseguenti saggi di investimento anch’essi nulli. Occorrerebbe
allora inserire un ulteriore elemento che faccia si che anche con output zero si abbiano saggi di
investimento positivi, non come quota dell’output ma effettuati con fondi provenienti, per esempio,
dal settore bancario mediante prestiti. Ma qui, cido non e importante: basta fare I'ipotesi che i due
tipi di capitale siano positivi che €, ovviamente, una ipotesi perfettamente plausibile dato che un
sistema con capitale zero sarebbe praticamente inesistente. Comunque, l'essenza di tale
formalizzazione, € stata precedentemente definita e specificata. Inoltre, abbiamo anche fatto
rilevare che l'intervento del Governo nella fornitura di servizi ambientali € vero che pud comportare
sottrazione di risorse all’investimento nei settori che producono beni finali (il che non é detto sia
sempre cosi), ma e anche vero che tale fornitura comporta I'esercizio di una attivita che a sua volta
genera un reddito. Inoltre, come gia detto in precedenza, si fa un’ulteriore ipotesi sulla funzione di
abbattimento: I'equazione dinamica per A non dipende solo dal tasso di variazione dello stock di
inquinante, ma anche in modo diretto dal rapporto fra lo stock di inquinante accumulato e un livello
oltre il quale i rischi di danni irreversibili sono altamente probabili. Allora il modello, tenendo conto
anche di queste ultime precisazioni, si presenta come segue:
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(7.2)

Ky
W=510 1—W Y—AKl

it =)+ ()
i~ () (7)1 (G () + o

Qui la funzione di produzione complessiva che tiene gia conto dello smorzamento esponenziale
dovuto allo stock di inquinante, e considera anche la generazione di servizi ambientali da parte del
Governo, € ora data da:

(7.3)
Y = (aK; + BK,) (e_h(§)P> + pA

dove p rappresenta il coefficiente di partecipazione di A alla produzione del reddito nazionale.
Inoltre si fa Iipotesi che lo stock di inquinante non abbia effetti negativi sulla produzione di servizi
ambientali. Nella quarta equazione del sistema (7.2), m indica l'intensita con cui la politica di
abbattimento reagisce al rapporto tra stock di inquinante accumulato e livello-soglia, oltre il quale,
come specificato, i rischi di danni irreversibili sono altamente probabili. Questo livello € indicato da
X. La definizione anche numerica del Jacobiano, richiede che nelle equazioni dove nella parte destra
si abbiano derivate, queste vengano sostituite dalle relative espressioni in modo da poter procedere
alla linearizzazione. Seguendo la metodologia seguita fino a qui, nelle prime due equazioni al posto
di Y si inserisce la funzione di produzione (non calcolando ovviamente lo smorzamento due volte) e
inserendo i servizi ambientali in modo che non siano soggetti allo smorzamento, e nella quinta si
inserisce Y al posto della funzione di produzione (si potrebbe anche procedere diversamente: si
lascia la Y nelle prime due equazioni della dinamica del capitale e si inserisce per esteso la funzione
di produzione data dalla (7.3) nella quinta). Si fa quindi I'ipotesi, come gia anticipato sopra, che
I'attivita di fornitura di servizi ambientali di abbattimento non sia soggetta a smorzamento dovuto
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alla presenza dello stock di inquinante. Molti dei concetti che stanno alla base di questo modello
generale, sono gia stati ampiamente specificati e discussi nelle pagine precedenti, quando si sono
analizzate varie versioni ridotte del modello generale qui presentato. Del modello generale si
cercato di dare anche una soluzione numerica in forma chiusa, utilizzando relazioni lineari in modo
da poterci permettere tale soluzione. Si € anche potuto verificare che I'utilizzo di alcune relazioni
non lineari, come per esempio il fattore di smorzamento esponenziale dell’output globale, utilizzato
per tenere conto degli effetti negativi che lo stock di inquinante accumulato pud avere sulla
produzione, pud modificare la dinamica qualitativa soprattutto dell’output che da instabile, quando
lo smorzamento é lineare, diventa stabile se esso & non lineare. Occorre pero tenere sempre ben
presente che tale stabilita, accertata per il sistema linearizzato, puo essere definita solo nell’intorno
del punto di equilibrio per il sistema originale non-lineare, e solo per i punti di equilibrio non nulli,
mentre continua ad aversi instabilita per i punti di equilibrio definiti all’origine. Un’attenzione
particolare merita la dinamica dell’investimento nei due settori che producono lo stesso bene ma
con capitale qualitativamente diverso. Su questo aspetto abbiamo gia fornito varie interpretazioni
e fatto numerose considerazioni. La decisione della ripartizione delle quote di investimento non puo
essere fatta solo in base ai coefficienti di produttivita dei due tipi di capitale, soprattutto se essa e
fatta con prospettive di lungo periodo e ove si tenga conto di come lo stock di inquinante
accumulato e la sua ulteriore rapidita di accumulazione puo, alla lunga, comportare una inversione
nella crescita dell’output globale. In una versione ridotta del modello generale, utilizzata per questo
preciso scopo, abbiamo dimostrato come, pur avendo il capitale inquinante una attuale maggiore
produttivita, possa verificarsi una inversione nella dinamica dell’output dopo un certo periodo,
dovuta al fatto che diventa preponderante I'effetto negativo esercitato sulla produzione dallo stock
di inquinante (ad esempio, si verifica una forte riduzione nella produzione del settore agricolo, che
contribuisce a diminuire I'output aggregato). Ovvero, I'effetto smorzante causato sull’output
complessivo da parte dello stock di inquinante, neutralizza la maggior produttivita del capitale
inquinante, e si verifica la suddetta inversione nella dinamica dell’output complessivo. La decisione
sulla ripartizione delle quote di investimento, non puo dunque essere fatta con puri criteri di
efficienza attuale, ma deve tener conto degli effetti di lungo periodo causati dalla consistenza di tale
stock. In altra parte del nostro lavoro, si € messo in evidenza come una analisi delle tecnologie
backstop (Cecconi, cit. cap. 4), sia stata spesso condotta non considerando che le vecchie tecnologie
possano creare diseconomie esterne, contribuendo quindi ad un costo globale sociale superiore al
costo puramente privato. Non solo, ma la non considerazione di tale diseconomie, comporta uno
spostamento nel tempo del momento in cui tali tecnologie avranno un costo superiore alla
produzione effettuata con tecnologie backstop, ritardandone cosi la loro entrata in funzione. Si &
anche cercato di dare una spiegazione logica del perché si sia adottata una funzione di produzione
di tipo additivo e non moltiplicativo fra i due tipi di capitale. Questo modo di procedere lo abbiamo
rilevato anche in altri lavori (Aseev, Besov ed altri, 2010, pag. 109 e seg.). Anche questo lavoro
considera che la produzione dello stesso bene avvenga con due processi produttivi distinti, uno
utilizzante vecchie tecnologie e l'altro nuove tecnologie. L'elemento perdo che comporta un
passaggio ad un completo investimento solo nel settore delle nuove tecnologie (capitale non
inquinante secondo la nostra terminologia), non & dato dalla considerazione che sia lo stock di
inquinante prodotto dalle vecchie tecnologie che di fatto le rende, in un periodo piu 0 meno lungo,
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meno produttive delle nuove, ma & l'inasprimento di una sorta di tassa sulle vecchie tecnologie
stesse che le rende meno profittevoli delle nuove e che viene definita come uno ‘shock casuale
ambientale’. Quanto piu elevata ¢ tale tassa, quanto maggiore é I'effetto nel produrre un salto nella
dinamica qualitativa delle quote di investimento nei due settori. Tuttavia, anche I'eventuale
completa cessazione di un investimento lordo nel settore delle vecchie tecnologie, non significa che
tale settore cessi completamente la produzione, la quale continuera finché il capitale non si e
completamente deprezzato. Non si ha quella che in termini schumpeteriani, viene definita
‘distruzione creativa’. Anche nel nostro modello, s1 = 0 non comporta un immediato K1 = 0, ma
comporta solo che K; tenda a zero quando t tende a infinito. La produzione nel settore che produce
con capitale inquinante non cessa nel momento in cui si smette di investire in tale settore, ma
continua fino al completo deprezzamento dello stock di capitale esistente, a meno che drastici
provvedimenti di politica economica da parte del Governo non ne impediscano la continuazione:
per esempio, 'immediata chiusura di un impianto che produce gravi effetti di inquinamento
complessivo, tali da creare situazioni di grave pericolo per la popolazione. Si tratta, in tal caso,
dell’utilizzo del cosiddetto strumento di controllo diretto, invece di altri strumenti quali la carbon-
tax o i permessi negoziabili di inquinamento. Un repentino peggioramento delle condizioni
ambientali, puo richiedere un provvedimento drastico di immediata chiusura dell'impianto (vedi il
caso dell’llva in Italia). L'utilizzo degli altri strumenti richiederebbe probabilmente un tempo
maggiore prima del prodursi di effetti positivi, ammesso che tali effetti si producano. In tal caso, la
dinamica di K1 viene quindi completamente definita da A, ovvero dal tasso di ammortamento.

9 - Modello 8

Come piu volte specificato fin dall’inizio, fino ad ora abbiamo volutamente tenuto fuori il lavoro
dalla nostra analisi considerandolo pero in modo implicito mediante un aumento dei coefficienti di
produttivita di ognuno dei due tipi di capitale, anche se, formalmente, non compare in modo
esplicito nella struttura dei modelli nessun coefficiente aumentativo di tale produttivita. Inseriremo
ora il lavoro in una funzione di produzione puramente ipotetica e con finalita dimostrative, non-
lineare anche nella struttura del processo produttivo e non solo perché tale non-linearita € dovuta
all’'accoppiamento con variabili ambientali. Ridefiniamo, per ragioni di convenienza, la simbologia
dei coefficienti e le nuove variabili, tenendo conto che si fa 'ipotesi di avere due tipi di forza-lavoro
applicata distintamente sui due tipi di capitale. Per semplicita, non consideriamo la funzione
dell’abbattimento e dell’output, e consideriamo I'investimento del risparmio come non dipendente
da un limite massimo imposto allo stock di capitale. Si esclude, quindi, una funzione
dell’investimento con capacita di carico. Quindi abbiamo:

K1 = capitale che produce inquinamento.
K = capitale che non produce inquinamento.
s1 = quota dell’output complessivo investita in capitale che produce inquinamento.

s2 = quota dell’output complessivo investita in capitale che non produce inquinamento.
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a = coefficiente di produttivita nel settore che crea inquinamento.

B = coefficiente di produttivita nel settore non inquinante.

z = coefficiente di sensibilita della produzione allo stock di inquinante.
P = stock di inquinante accumulato.

A = coefficiente uniforme di ammortamento dei due tipi di capitale.

y = coefficiente di inquinamento del primo settore.

L1 = forza-lavoro occupata nel primo settore.

L, = forza-lavoro occupata nel secondo settore.

6 = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante da parte del sistema ambiente.
a = tasso di crescita di L.

b = tasso di crescita di L».

Le ipotesi di crescita della forza-lavoro sono abbastanza irrealistiche ma, la considerazione di
funzioni non lineari di tipo logistico, o di quarto grado (Puu, cit. pag. 506 e seg.), renderebbe molto
complessa la soluzione del modello. Comunque faremo anche l'ipotesi di crescita logistica, e
vedremo quali interessanti dinamiche si presentano. Come gia detto, non inseriamo le equazioni
che definiscono la dinamica dell’output e dell’abbattimento. Il modello risulta ora strutturato nel
seguente modo:

(8.1)
dK
dtl = s, (a(K2 +12) — Ky — Ly + B(KZ + 12) — K, — L,)(e™?P) — 1K,
dK.
d_tz = s,(a(K? +12) — Ky — L, + B(K? + 13) — K, — L,)(e~?P) — 1K,

dp
= = v(@(K? + 13 — Ky — L) (™) — 6P

dL,
@ -
dL,

F —_ bL2

Le funzioni di produzione nei due settori sono date da:

(8.2)
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F(1) = (a(K{ + L1 — Ky — Ly)e™,  F(2) = (B(KF + L3) — Ky — Lp)e ™"

Le prime due equazioni rappresentano ancora la dinamica dei due tipi di capitale e tutta
I'espressione fra parentesi sul lato destro individua I'output globale dato dalla somma delle due
funzioni di produzione diminuito dello smorzamento esponenziale dovuto alla presenza dello stock
di inquinamento. Qui, I'esponente dell’esponenziale & lineare in P invece che non lineare come
abbiamo considerato nel modello finale 7, dato dalla (7.2). Ma, come abbiamo visto in precedenza
(mod. 4), cio non comporta cambiamenti qualitativi nella dinamica. La terza equazione dove, come
al solito, non compare la produzione con capitale non inquinante, definisce I’evoluzione dello stock
di inquinante come somma netta fra emissioni ed auto-smaltimento. Le ultime due equazioni
definiscono la dinamica evolutiva dei due tipi di forza-lavoro. Come abbiamo gia detto, tale dinamica
sembra irrealistica in quanto in tal modo si avrebbe una crescita infinita. Una funzione piu realistica
dovrebbe essere piu articolata e tenere conto, per esempio, di alcuni fattori di attrito che
controbilanciano in parte tale ritmo di crescita. Il sistema sopra € chiaramente non-lineare sia nelle
singole funzioni di produzione che nello smorzamento esponenziale. Il calcolo dei punti di equilibrio
fornisce due valori, di cui il primo, € I'unico utilizzabile almeno sul piano della leggibilita per una
valutazione analitica, e che & la soluzione nulla. Lo Jacobiano calcolato nel punto di equilibrio
all’origine & dunque dato da:

(8.3)
-s,—4 -=5 0 -s -5
-s, -s,-4 0 -s, -5,
4 0 -0 -y O
0 0 0 a 0
| 0 0 0 O b |

ed ha i seguenti autovalori:
(8.4)
[-4,—6,—1 —s, —s4,b,a]

Data ancora l'ipotesi di positivita di tutti i coefficienti, abbiamo tre autovalori negativi e due positivi
e il sistema non-lineare e localmente instabile nell’intorno del punto di equilibrio. Tale non stabilita
era anche facilmente rilevabile dall’analisi delle ultime due equazioni, la cui soluzione separata
definiva una dinamica esplosiva per ambedue i due tipi di forza-lavoro. Proviamo a fare una
simulazione numerica del suddetto modello attribuendo dei valori numerici ai coefficienti, in modo
da poter valutare lo Jacobiano anche per il secondo punto di equilibrio. | valori attribuiti ai
coefficienti sono i seguenti:

51=0.1; 5,=0.2; a=0.8; [=0.6; z=0.002; A=0.1; y =0.05; 6=0.04; a=0.02; b=0.02.

Sulla base di questi ipotetici valori, i due punti di equilibrio sono dati da:
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(8.4A)
[ K10, K20, Po, L1o, Lzo] = [0,0,0,0,0] e [ K11, K21, P1, L11, L21] = [1.25, 2.5, 0,0,0]

Lo Jacobiano valutato al primo di tali punti di equilibrio, & dato da:

(8.5)

-02 -01 0 -01 -01
-02 -03 0 -02 -0.2
-005 0 -004 -005 O

0 0 0 0.02 0

0 0 0 0 0.02 |

ed ha i seguenti autovalori:
(8.5A)
[-0.04, -0.04, -0.01, 0.02, 0.02]
mentre valutato al secondo punto di equilibrio esso é:
(8.6)

0 02 -0.00025 -01 -01
02 03 -00005 -02 -02
005 O -004 -005 O

0 0 0 0.02 0

0 0 0 0 0.02 |

ed ha i seguenti autovalori:
(8.6A)
[0.3999, -0.01, -0.0399, 0.02, 0.02]

In ambedue i casi la presenza di autovalori tutti reali, ma con alcuni negativi e altri positivi, rende il
sistema linearizzato instabile, come pure il sistema non-lineare & localmente instabile. Supponiamo
ora di imporre, in termini piu realistici, un limite alla crescita dei due tipi di forza-lavoro, una sorta
di capacita di carico come abbiamo fatto in molti altri modelli. Tale capacita di carico, puo dipendere
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da innumerevoli fattori di natura economica, demografica, territoriale, culturale etc. Una analisi
completa di tale aspetto dovrebbe anche definire in modo formalizzato un insieme di relazioni che
legano la capacita di carico con alcuni dei principali elementi che ne influenzano la specifica
dinamica. Ad esempio, tale capacita potrebbe essere correlata direttamente con il reddito pro-
capite e inversamente rispetto ad altre variabili, quali per esempio, la densita demografica. Il
modello si complicherebbe in modo abnorme: ma qui non & necessario definire strutturalmente tali
relazioni, in quanto i nostri scopi non lo richiedono esplicitamente. Scriviamo allora le due nuove
funzioni nel seguente modo:

(8.7)
dL, L,
- A=k
dL, L,
b (1 - 7) L2

Dove x e la capacita di carico di L1 e y di L. Le due equazioni sono chiaramente due equazioni
logistiche in tempo continuo. Nella logica dei modelli con capacita di carico sulla variabile in esame,
il tasso di crescita di tale variabile & nullo quando il livello di essa e zero o raggiunge il limite massimo
oltre il quale non puo andare per tutta una serie di ragioni. Inserendo ora le due nuove funzioni nel
modello generale, I'origine € ancora un punto di equilibrio del sistema. Linearizzando il sistema, lo
Jacobiano valutato all’origine ¢ il seguente:

(8.8)
-s, -4 =S 0 -s -5
-s, —-s$-4 0 -s, -s,
-y 0 -0 -y O
0 0 0 a 0
| 0 0 0 O b |

Gli autovalori del sistema sono ancora dati da:
(8.9)
[-4,—6,—1 —s; —5s3,b,a]

Con tutti i coefficienti positivi e con in pil, ovviamente, positivi anche x e y, lo Jacobiano ¢ lo stesso
di prima e gli autovalori continuano ad essere come nel caso precedente e quindi I'origine € ancora
localmente un punto di instabilita anche per il sistema originale non-lineare. Ma il sistema esibisce
ora cinque punti di equilibrio ed occorre fare una analisi di stabilita anche per gli altri quattro.
Utilizzando i valori numerici come in precedenza, con in piu x =100 e y =120, abbiamo ora i
seguenti punti di equilibrio:

(8.10)
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[K1o; Kzo; Po; L1o; Lzo] = [O;O;O;O;O]i
[Kll, K21,P1,L11,L21] = [17492.2443, 34984.4885,5466.3134, 100, 120];
[K12,Kya, Py, L1z, Lyy] = [17492.061,34984.1228, 5466.3038,100,0];

[Ky3, Ky, P, Lis, Lys] = [17492.6961, 34985.3922, 5466,3223, 0, 120];
[K14, K24, P4, L14, L24] = [1.25, 2.5, 0,0,0]

Gli ultimi due sono identici al caso lineare, per i quali abbiamo gia identificato che il modello &
instabile. Per quanto riguarda il primo, lo Jacobiano valutato con esso da i seguenti autovalori:

(8.11)
[—0.1886 + 0.0643i, —0.1886 — 0.0643i, —0.099, —0.02, —0.02]

Tutti gli autovalori sono o reali e negativi, o complessi ma con parte reale negativa. Quindi il modello
linearizzato € stabile, come pure & localmente stabile anche il sistema originale non-lineare. Il
secondo punto di equilibrio da un Jacobiano con i seguenti autovalori:

(8.12)
[—0.1886 + 0.0643i,—0.1886 — 0.0643i, —0.099,—0.02,0.02]

Anche qui il teorema Hartman-Grobman & applicabile, ma il sistema & ora instabile in quanto un
autovalore € ora positivo. Lo stesso avviene per il terzo punto di equilibrio, in quanto gli autovalori
sono:

(8.13)

[—0.1886 + 0.0643i,—0.1886 — 0.0643i,—0.099,0.02, — 0.02]

Anche qui vi e la presenza di un autovalore positivo. Per completezza di analisi, mostriamo come e
possibile risolvere le ultime due equazioni non-lineari relative alla crescita della forza-lavoro, come
un sistema separato dalle altre tre equazioni, in quanto esse non coinvolgono le altre variabili del
sistema. Esse entrano nelle equazioni dinamiche delle altre variabili, ma le altre varabili non entrano
nelle loro equazioni dinamiche. Se attribuiamo i seguenti valori: [ x = 100; y =120; L1(0) = 50; L»(0
) = 60 ] otteniamo la soluzione del sistema data da:

(8.14)

100 L) = 120
1+ (e at)”’ 2T 1+ (e7hy)
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Come eé facile rilevare, data la positivita di a e b le suddette soluzioni del sistema tendono, quando
t tende a infinito, al valore dato dalla capacita di carico per ognuno dei due tipi di forza-lavoro.
L'origine & chiaramente un punto di equilibrio instabile, mentre la capacita di carico & un punto di
equilibrio stabile. Del resto, la stabilita e instabilita dei due punti di equilibrio & facilmente
verificabile nel modo seguente. Innanzitutto per trovare i punti di stabilita si pone il lato destro
dell’equazione differenziale uguale a zero. Si prenda, per esempio, la prima equazione (lo stesso
vale ovviamente anche per la seconda per la quale non ripeteremo I'analisi). Cosi otteniamo:

(8.15)

L .
a(1—1TO)L1_0, * = (0,100)

Poi si calcola la derivata del lato destro dell’equazione dinamica ottenendo:

(8.16)
0 2al,
— =q-
dL, 100
e quindi:
(8.17)

F'(0)=a>0, F'(100) =—a <0

Dunque, I'origine € un punto di equilibrio instabile, mentre 100 & stabile. Possiamo rappresentare
graficamente la soluzione del sistema sopra, considerando, come in precedenza, a = b =0.02:

T2 4
110

0 100 200 £ 400 SiM)
La linea rossa rappresenta I'andamento di L1 mentre quella verde L,. Come si vede chiaramente,
ambedue tendono asintoticamente al rispettivo punto di equilibrio dato dalla capacita di carico, e
cioé [ 100,120 ]. Questa & una soluzione realisticamente piu plausibile, rispetto al modello lineare
dove la forza-lavoro mostra una dinamica monotonica esplosiva. Ovviamente il ritmo di
convergenza al valore della capacita di carico dipende dal valore di a e b. Quanto piu elevato &
guanto maggiore ¢ la velocita con cui ci si avvicina a tale valore. Anche la soluzione per via numerica,
ad esempio con il metodo Runge-Kutta (Heck, 2003, pag. 566 e seg.), conferma che, riferendosi ad
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L1, econa=0.05, ladinamica converge al valore di equilibrio stabile dato da 100. Infatti, abbiamo
la seguente sequenza dinamica:

(8.18)

[t =5, L,(t) = 24.3],[t = 15,L,(t) = 34.608], [t = 50, L,(t) = 75.282], [t = 100, L,(t) =
97.375]

Man mano che t cresce, ci si avvicina al valore di equilibrio stabile dato da 100. Tornando ora al mod.
7, € ovvio che esso consta di sette equazioni in quanto si aggiungono le due equazioni dinamiche
per i due tipi di forza-lavoro e si modificano anche le altre per effetto delle due nuove funzioni di
produzione che sono ora non-lineari anche nella loro struttura interna indipendentemente dallo
smorzamento non-lineare dovuto allo stock di inquinante. La funzione di produzione complessiva
che tiene conto di tutti i tipi di non-linearita e dei servizi di abbattimento del Governo & ora data da:

(8.19)
w(B)p
Y =[a(Kf+L5)— Ky — Ly + B(KZ + L3) — K, — L,]Je "\x)" 4+ pA

Ripetiamo ancora che, adottare uno smorzamento esponenziale di questo tipo o come lo abbiamo
utilizzato per I'analisi del mod. 8, non comporta cambiamenti qualitativi dinamici. L'inserimento di
esso nelle prime due equazioni e nella quinta del mod. 7, crea problemi di maneggevolezza del
modello stesso non indifferenti, in quanto sostituire a Y I’espressione della funzione complessiva di
produzione anche per una simulazione numerica non € per niente agevole, soprattutto da un punto
di vista pratico. Comunque, l'introduzione nel modello delle due equazioni che definiscono la
dinamica dei due tipi di forza lavoro, gia di per sé, per il modo in cui tale dinamica € stata concepita,
caratterizza una dinamica instabile in relazione al punto di equilibrio all’origine sia che le due
equazioni dinamiche della forza-lavoro siano lineari o non-lineari in quanto, come abbiamo gia fatto
rilevare, almeno due autovalori sono positivi. Anche se gli altri autovalori fossero, per ipotesi, uguali
a zero, e quindi, in teoria, non si potesse applicare il teorema Hartman-Grobman, in realta e
sufficiente la positivita di almeno un autovalore a definire I'instabilita del sistema non-lineare
almeno nell’intorno del punto di equilibrio (Gandolfo, cit. pag. 362). Tuttavia, abbiamo potuto
constatare (Cecconi, cit. cap. 1) che, punti di equilibrio diversi dall’origine quando si adottino
funzioni non lineari della crescita dei due tipi di forza-lavoro, possono mettere in evidenza
comportamenti dinamici diversi dalla semplice instabilita e, in qualche caso, il sistema mostra una
dinamica stabile. Ovviamente, I'inserimento di tali importanti variazioni nel modello 7, non solo lo
amplia dal punto di vista delle equazioni dinamiche che lo compongono, ma le nuove non-linearita
possono dar luogo ancora a dinamiche diverse. Il modello generale € ora cosi composto:

(8.20)

dK; K,
_—510 1_K—M Y_/’{Kl

dt ]
dK, K,
W:SZO 1—@ Y—AKZ
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P
— =vyak; (e_h(Y)P> — 6P —0cA

dt
dA B (dP) N (P)
ac  Pae) T \x

O (85 6 5 (1) ()

ac - “\ar at ar
dL
- =a=L
dL, L,
Z=b(1- 7) L

Ovviamente per la linearizzazione del modello devono essere inserite le nuove funzioni di
produzione non lineari con lo smorzamento esponenziale che puo essere o nella forma zP oppure
h(P/X)P, se si pone z = h(P/X)P.

10 - Tasso di auto-smaltimento variabile dello stock di inquinante.

Come fatto rilevare nella parte iniziale, nel corso di questo lavoro si & sempre assunto un tasso di
auto-smaltimento costante dello stock diinquinante da parte dell’ambiente. Non e detto che questa
sia la formulazione piu giusta in quanto, la crescita di tale stock, potrebbe comportare un eccessivo
sovraccarico sull’ambiente tale da creare maggiori difficolta da parte del sistema naturale di
abbattere in parte lo stock e quindi potrebbe verificarsi che tale tasso sia decrescente. La questione
e stata affrontata da alcuni autori (Perman-Ma-Common-Maddison-McGilvray, 2011, pag.158 e
549) che hanno elaborato alcune ipotesi per le quali il tasso di auto-smaltimento potrebbe essere
decrescente, ma non ne hanno dato una formulazione matematica specifica. Per esempio, la
crescita dello stock di inquinante potrebbe comportare maggiori difficolta nel processo naturale
chimico-fisico di auto-smaltimento, oppure ragionando in termini di capacita di carico da parte
dell’ambiente, il raggiungimento di tale valore ridurrebbe a zero le capacita naturali di riduzione
dello stock. Vediamo come € possibile dare una struttura matematica a tali ipotesi. Nel primo caso
il coefficiente di auto-smaltimento (qui si utilizzano gli stessi simboli che abbiamo utilizzato fino ad
ora) viene diminuito di un termine esponenziale che tiene conto dello stock accumulato fino ad un
certo momento. Noi abbiamo utilizzato § per indicare tale coefficiente. La nuova formulazione che
tiene conto dello stock accumulato potrebbe essere data da:

(9.1)
Se~ P

dove ora § viene diminuito di un termine esponenziale che tiene conto dello stock accumulato P e

di un coefficiente g che indica la sensibilita di 6 a P. E’ evidente come la crescita dello stock di

inquinante agisce in modo negativo sul coefficiente base di auto-smaltimento e la cui intensita

dipende dal coefficiente di sensibilita g. Quanto piu un ambiente e inquinato, quanto minori sono

le sue capacita di auto-smaltimento. L’ipotesi e perfettamente plausibile. Se invece facciamo
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I'ipotesi, tecnicamente un po’ diversa ma nella sostanza assai simile, che I'ambiente abbia una
capacita di carico oltre la quale le capacita di auto-smaltimento si riducono a zero, possiamo
formulare matematicamente tale ipotesi nel seguente modo:

(9.2)

o4

dove P e ancora lo stock di inquinante e X, come nei modelli precedenti, & la capacita di carico.
Quando si verifica P = X, allora la capacita di auto-smaltimento dell’ambiente si azzera. La nuova
formulazione della terza equazione dinamica del sistema finale (8.19) assume le seguenti alternative
configurazioni. In base alla (9.1) abbiamo:

(9.3)

In base alla (9.2) abbiamo:

(9.4)

Ccli_lt) = yaK, (e_h(§)P> ) (1 - ;) P —ocA
Il secondo termine sulla destra di ambedue le equazioni, rappresenta la capacita di auto-
smaltimento da parte del sistema naturale. Risulta evidente come, nella (9.4), la crescita di P
comportil'azzeramento di tale capacita quando P = X. (Non si prende in considerazione I'ipotesi che
P > X , in quanto occorrerebbe fare una valutazione particolare sulla dinamica dello stock di
inquinante, dato che il termine diventerebbe positivo). Dalla (9.3) si puo invece rilevare che
I’'aumento dello stock diinquinante non comporta I'azzeramento della capacita di auto-smaltimento
ma una sua continua diminuzione. Tuttavia, le nuove due possibili formulazioni dell’equazione
dinamica dello stock di inquinante, complicano maggiormente la dinamica dell’intero sistema anche
se le ipotesi su cui si fondano sono, probabilmente, piu realistiche rispetto all'ipotesi di un
coefficiente costante. Comunque, per analizzare gli effetti di questa nuova duplice formulazione del
tasso di auto-smaltimento, abbiamo effettuato una simulazione numerica sul mod. 3 cambiando
leggermente i coefficienti numerici. Essi sono dati da :

a = 0.6, B = 0.8, z=10.02, 6 =0.2, y = 0.05, q =0.03
Utilizzando la (9.3) i punti di equilibrio sono dati da:

(9.5)
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[K10, K20, Po] = [0,0,0], (K11, K21, P;] = [11.074,22.149,39.422]
Lo Jacobiano valutato al punto di equilibrio nullo, fornisce i seguenti autovalori:
(9.6)
[-0.05,0.12,—0.1]

La presenza di autovalori positivi e negativi rende il sistema instabile. Lo jacobiano valutato al
secondo punto di equilibrio, ha i seguenti autovalori:

(9.7)
[-0.0999,—0.0045 + 0.0344i, —0.0045 — 0.03441]

Un autovalore & negativo e gli atri due sono complessi e coniugati ma con parte reale negativa. Il
sistema non-lineare e localmente stabile. Non vi sono differenze nella dinamica rispetto all’originale
mod. 3. Solo che ora, I'accertamento della stabilita pud essere fatto solo a livello locale data la non-
linearita del modello. Se invece utilizziamo la (9.4) con la capacita di carico X = 100, ora abbiamo tre
punti di equilibrio:

(9.8)

[Klol KZO; PO] = [01010]1 [Klll K211 Pl] = [0101100]1
(K1, Ky, P,] = [21.891,43.782,39.422]

Lo jacobiano al punto di equilibrio nullo ha i seguenti autovalori:
(9.9)
[—0.05,0.12,—0.1]
e il sistema e instabile.
Lo Jacobiano al secondo punto di equilibrio ha autovalori:
(9.10)
[0.05,—0.0702,—0.0999]
e il sistema presenta ancora una dinamica instabile.
Valutato invece al terzo punto di equilibrio, lo Jacobiano ha ora i seguenti autovalori:
(9.11)
[—0.0999,—-0.0171 + 0.0456i,—0.0171 — 0.0456i]

Ora abbiamo un autovalore reale e negativo e due autovalori complessi con parte reale negativa. Il
sistema non-lineare e localmente stabile. Da questa analisi conclusiva, € possibile rilevare come

considerare il coefficiente di auto-smaltimento variabile e decrescente o nel valore assoluto di P o
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nel rapporto P/X, la dinamica del sistema, almeno localmente, non cambia se confrontata in
presenza di un coefficiente costante. Comunque, noi abbiamo verificato tale corrispondenza delle
dinamica solo sul mod. 3. Una analisi completa dovrebbe essere effettuata sul modello generale
finale, per il quale abbiamo verificato la notevole complessita anche nella versione con coefficiente
di auto-smaltimento costante. Non crediamo, comunque, che la dinamica del sistema ne risulti
modificata almeno sul piano qualitativo.

Appendice A - Un modello di controllo ottimale.

Presentiamo ora un semplice modello di controllo ottimale, definendo una funzione obbiettivo nella
forma di un integrale da massimizzare e il vincolo nella forma di una equazione dinamica per la
variabile di stato che nel nostro caso e rappresentata dallo stock di inquinante. La funzione da
massimizzare € una funzione-utilita scontata dove compaiono due argomenti: il livello di
abbattimento A da parte del Governo che la influenza positivamente e che assume la funzione di
variabile di controllo, e il livello dello stock di inquinante che, ovviamente, la influenza
negativamente e rappresenta la variabile di stato. Precisiamo che la funzione di abbattimento da
parte del Governo, pud consistere non solo nel predisporre attivita che vadano a smaltire lo stock
di inquinante accumulato, ma anche nella predisposizione di servizi ambientali il cui consumo non
produce emissioni. La prima di queste attivita ha una funzione, diciamo, riparatrice dei danni
prodotti, mentre la seconda tende a prevenire, o comunque a limitare, la formazione di uno stock
di inquinante. Il concetto di abbattimento ha dunque un significato molto pit ampio di quello che
potrebbe sembrare a prima vista. Tornando ora al nostro modello, la funzione, con un orizzonte
temporale, ad esempio, da 0 a 5, e data da:

(A.1)
5

maxf[ln(A) —sV]e "tdt
0

dove s e un indice di sensibilita della funzione di utilita rispetto a V ed r € il tasso di sconto. Si utilizza
una espressione logaritmica per la funzione di abbattimento, dal momento che anche quando si
considera il consumo tradizionale spesso la funzione di utilita e di tipo logaritmico. Per inciso, devo
dire che sono molto scettico sull’uso di funzioni di utilita. Credo che possano essere definite solo a
livello molto generale e qualunque formulazione che cerchi di darne una rappresentazione piu
specifica deve utilizzare ipotesi molto forti che non so quale riscontro reale possano avere.
Comunque, tornando al nostro problema, I'equazione di stato, che alcuni chiamano funzione di
transizione, dove ora la sensibilita ad A & di tipo non lineare, € data da:

(A.2)

av
= (a— — AR
7t (a—b)V—-A
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dove a e b rappresentano, rispettivamente, la crescita dello stock di inquinante dovuto a nuove
emissioni e 'auto-smaltimento da parte del sistema ambiente.

L’'Hamiltoniano, in cui manteniamo il termine esponenziale invece di utilizzarne il valore corrente,
edatoda:

(A.3)
H = [(n(4) - sV)(e™™) + A((a - b)V — 4*)]

dove A e la variabile di costato associata all’equazione di stato. Le condizioni per la massimizzazione
sono:

(A.4)
0H e "t A(AM)u
A A A
oA 0H
—_—= —— = -rt _ —
y 3y = ¢ Ala —b)
OH _OH _ (v
av _ax TP
Con: A(5) = 0; V(0) = V,; V(5 = libero

Il sistema consta di una equazione algebrica, la prima, e di due equazioni differenziali, di cui la prima
e relativa alla dinamica della variabile di costato e la seconda alla dinamica della variabile di stato.
La soluzione dell’equazione della variabile di costato in forma simbolica & immediata ed e data da:

(A.5)

(-r+a-b)t

+ (1 | e~(a-bt
a—>b ) ¢

dove C1 e una costante da definire nelle condizioni iniziali. Utilizzando la condizione di trasversalita
A(5) = 0 in quanto trattasi di un problema dove e fissato il tempo terminale ma non il valore finale
della variabile di stato, € possibile risolvere numericamente I'equazione della variabile di costato,
checona=0.04e b=0.03 coninpiu r=0.04 ed s=0.05, fornisce la seguente soluzione:

(A.6)
At) = —1.6667e 7904 4 1.4345¢70-01¢

Dalla prima equazione sopra, uguagliando a zero, € possibile ricavare A in funzione di A. Esso & dato
da:

(A.7)

1
—rt+ln(m)
A=e u
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ed inserendo il valore trovato per A si ricava A dato il valore di u e di r. Finalmente inserendo il
valore trovato di A nella equazione della variabile di stato, si ottiene la dinamica di V(t). Di queste
due soluzioni per Ve A non diamo I'espressione finale che & molto ingombrante e di non facile
lettura. Da rilevare che il valore di A(t) € negativo lungo tutto il periodo di pianificazione, escluso che
in A(5), e questo ha una logica. Dal momento che A(t) rappresenta la valutazione marginale che si
da dello stock di inquinante (il prezzo ombra), & ovvio come essa sia negativa in quanto rappresenta
un ‘male’. Un esempio in tal senso lo si trova in Leonard e Van Long (Leonard e Van Long, 1998, pag.
224-225-226). Qui I'’elemento positivo nella funzione da massimizzare e pero dato dal consumo. E’
agevole, graficamente, verificare questa affermazione:

15

Come sivede A, che si trova sull’asse delle ascisse, € negativo lungo tutto il periodo di pianificazione
escluso che in T = 5. Tecnicamente, la negativita della variabile di costato si verifica in quanto la
funzione integranda & strettamente decrescente nella variabile di stato V. Infatti, indicando con F
tale funzione abbiamo:

(A.8)
F = (In(4) —sV)e™ "t
e quindi:
(A.9)
0F
V= —se ™ <0 ilcheimplica A<0 Vt € (t(0),T) conA(T) =0

Tutto cio € ovvio, in quanto in questo specifico caso la variabile di stato, che e rappresentata dallo
stock di inquinante, influenza negativamente la funzione integranda. (Caputo, cit. pag. 56 e 65).
Come abbiamo detto in precedenza, nella funzione di utilita non abbiamo esplicitamente
considerato il consumo che &€ normalmente I'argomento positivo di gran parte delle funzioni di
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utilita. La questione non modifica tecnicamente la soluzione del problema di controllo ottimale® ma,
in questo specifico ambito, abbiamo voluto considerare come argomento positivo della funzione di
utilita la sola azione di abbattimento del Governo, per sottolineare la peculiare funzione svolta dalla
produzione di servizi ambientali come elemento centrale nel contrastare il danno prodotto
dall’accumulazione dello stock di inquinante e che si riflette, in ultima analisi, in una modifica
gualitativa della struttura dei consumi. Gia nell’introduzione abbiamo avuto modo di sottolineare
come un modello di sviluppo alternativo a quello attualmente perseguito, comporti il privilegiare il
consumo di servizi ambientali rispetto a quello di beni privati che genera inquinamento. |l modo con
cui abbiamo impostato la funzione di utilita, riflette allora questa concezione. Ovviamente, questo
modo di impostare la funzione di utilita diverso da come normalmente lo si trova in gran parte dei
lavori da noi analizzati, non significa disconoscere I'importanza dei consumi privati nella pit generale
funzione di utilita. Inoltre, sul piano tecnico della costruzione del modello, I'inserimento anche dei
consumi privati avrebbe significato inserire un’ulteriore variabile di controllo ed un’altra variabile di
stato, nel nostro caso il capitale con la relativa equazione dinamica, andando quindi a comporre un
sistema molto pil complesso da risolvere. Tornando ora alle condizioni per la massimizzazione
dell’Hamiltoniano, quelle viste in precedenza sono le condizioni necessarie per tale
massimizzazione. Per le condizioni sufficienti, per verificare cioé le condizioni di concavita
dell’Hamiltoniano, si ricorre alla condizione di Mangasarian, andando a verificare se il determinante
dell’Hessiano della funzione Hamiltoniana & non-negativo e anche gli altri minori principali sono
non-positivi. L'Hessiano dell’Hamiltoniano risulta essere:

(A.10)
0 0
et QARuE AAH
o - R H
Az A A

Come e agevole verificare, il determinante della suddetta matrice Hessiana & zero. Ma anche gli altri
minori principali della matrice rispetto a V e A sono non-positivi. Infatti Hyy che € il primo elemento
della prima riga della matrice & zero, mentre Haa che € il secondo elemento della seconda riga, e
negativo dato che 1 < 0 e u? < p, in quanto per definizione, i < 1. Infatti, il primo componente
del secondo elemento della seconda riga € negativo, il secondo & positivo ma in valore assoluto
minore del terzo che e negativo. Anche con 4 = 0 il secondo elemento della seconda riga sarebbe
non positivo. Quindi le suddette condizioni massimizzano I’"Hamiltoniano. La matrice Hessiana &
semidefinita negativa e 'Hamiltoniano € concavo in V e A. La condizione di Mangasarian puo quindi
essere applicata. (Caputo, cit. pag. 62 e seg.). Ovviamente, occorre sempre verificare I'esistenza
delle condizioni di massimizzazione, in quanto il teorema di sufficienza presume I'esistenza di una
soluzione alle condizioni necessarie®. Sarebbe stato possibile, invece di fissare un termine finale, di
imporre un livello finale di V, e considerare incognito il tempo finale. Allora la condizione di
trasversalita non & pit A(T ) = 0, ma [H]i=r= 0, e il procedimento di soluzione segue un percorso
diverso da quello visto in precedenza. (Chiang, 1992, pag. 187-189). Tornando ora ad una
valutazione piu generale, affinché A possa svolgere la funzione di variabile di controllo, occorre che
gualcuno abbia la possibilita di manovrare opportunamente tale variabile per far si che la variabile

di stato, in questo caso V, possa raggiungere il valore obbiettivo che il Governo dichiara di voler
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raggiungere. Sostiene Chiang: "We first consider a problem with a single state variable y and a single
control variable u. As suggested earlier, the control variable is a policy instruments that enables us
to influence the state variable. Thus any chosen path u(t) will imply an associated state path y(t).
Our task is to choose the optimal admissible control path u*(t) which, along with the associated
optimal admissible state path y*(t), will optimize the objective functional over a given time interval
[0,7]. (Chiang, cit. pag. 161-162). La questione non & di semplice soluzione ed implica valutazioni
politiche complesse in riferimento a quale sia la struttura economico-sociale piu idonea al
funzionamento del principio del controllo ottimale. Non possiamo considerare la variabile di
controllo come il frutto delle decisioni prese da una serie di soggetti diversi e non da un singolo
organo che abbia una capacita quasi totale di poterla manovrare per raggiungere i fini desiderati.
L'utilizzo del Principio di Massimo in una economia di mercato richiede un’estrema cautela
nell’interpretare i risultati di un problema di controllo ottimale. Se la variabile di controllo deve
assumere certi valori affinché si raggiungano i fini desiderati in merito alla variabile di stato, allora
la variabile di controllo non puo essere soggetta alle decisioni di pil soggetti magari in conflitto di
interessi fra di loro. Inoltre, occorrono tempi abbastanza certi sulla rapidita di diffusione degli
interventi nel sistema macroeconomico. Chi stabilisce i fini ed i tempi del processo di pianificazione
deve essere in grado di manovrare con un alto grado di certezza la variabile di controllo stessa.
Inoltre, la questione della rapidita della diffusione nel sistema della manovra di una certa variabile,
€ uno dei problemi piu difficili da risolvere. Esso si riflette nell’analizzare la questione delle variabili
lente e veloci e del principio di asservimento di H. Haken (Slaving Principle). Tale questione non ha
una risposta univoca valida per tutti i periodi storici ed i contesti istituzionali, ed una variabile che e
lenta in un certo ambito istituzionale, puo essere veloce in un altro e viceversa. Per questo l'utilizzo
del Principio di Massimo richiede un alto grado del potere di manovra della variabile di controllo.
Non so se sia azzardato associare questa caratteristica al fatto che tale tecnica si sia sviluppata, non
a caso, nell’allora Unione Sovietica da parte di Pontryagin e dei suoi collaboratori, ovvero in un
sistema che, almeno sul piano formale-teorico, avrebbe permesso un alto grado di manovra sulla
variabile di controllo in un processo di pianificazione. La questione meriterebbe un’approfondita
riflessione, ma non credo sia questa la sede piu idonea.

Appendice B — Un modello con temperatura.

Presenteremo qui un modello un po’ diverso da quelli precedenti, in quanto al posto dello stock di
inquinante come elemento che funge da smorzatore sulla funzione di produzione, utilizzeremo il
livello della temperatura. La dinamica non subisce particolari variazioni, ma occorre ora definire una
equazione dinamica che leghi la variazione della temperatura allo stock complessivo di inquinante.
Credo, comunque, che considerare solo la temperatura come elemento che funge da smorzatore
sulla funzione di produzione aggregata sia riduttivo, in quanto vi sono molti altri elementi che sono
incorporati nell’aggregato stock di inquinante, e che non vengono catturati dal solo livello della
temperatura, che agiscono in modo negativo sulla produzione (ad esempio, I'inquinamento delle
falde acquifere). La crescita della temperatura € un aspetto, forse il pil importante, del pit generale
problema del livello dello stock di inquinante. Comunque, in questa nuova versione del modello,
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non distinguiamo fra capitale inquinante e capitale non inquinante e consideriamo il capitale
utilizzato nella produzione come un aggregato dei due tipi di capitale. E’ chiaro allora che nella
equazione dinamica dello stock di inquinante, il coefficiente di emissione che formalmente e
applicato all'intero capitale, deve avere un valore che tenga conto che nell’aggregato capitale vi e
una componente che non produce emissioni. Per non complicare ulteriormente il modello,
continuiamo a non tenere conto della forza-lavoro come in gran parte dei precedenti modelli e con
le avvertenze ivi specificate, e non consideriamo anche I'equazione dell’output aggregato. Inoltre,
guando parliamo di temperatura, possiamo intendere sia il livello assoluto di essa, oppure la
differenza fra il livello attuale e il livello cosiddetto pre-industriale. Ovviamente, a seconda quale
concetto si utilizzi, questo dovra riflettersi in un diverso livello del coefficiente di sensibilita
dell’esponenziale. Specifichiamo ora nuovamente i simboli utilizzati per rappresentare i vari
coefficienti, con I'avvertenza che T puo0 identificare uno dei due concetti suesposti:

y = tasso di crescita base della temperatura T.
z =tasso di crescita di y rispetto al livello dello stock di inquinante P.
o = tasso di produttivita del capitale K che comprende anche la produttivita della forza-lavoro.
A = coefficiente base di emissioni.
u = coefficiente di smorzamento della produzione rispetto al livello della temperatura.
P = coefficiente di auto-smaltimento di P.
h = coefficiente di sensibilita di 8 al livello di P.
s = saggio di risparmio che & uguale ai nuovi investimenti lordi.
6 = coefficiente di ammortamento del capitale K.
r = sensibilita di P ad A.
g = sensibilita dira P.
w = coefficiente che indica il livello di intervento del Governo in base allo stock P.
n = coefficiente aumentativo di w rispetto al livello di P.
La funzione di produzione & data da:
(B.1)
f(K) = aK(e™*")
Il modello consta di quattro equazioni ed & non lineare. La sua struttura & la seguente:

(B.2)
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dT

i YT (e*")
dP
i AoaK (e #T) — BP(e™"P) — rA(e~9F)
dK
o= saK(e ) — §K
dA
P wP(e™") — BP(e~"F)

Le quattro equazioni necessitano di una spiegazione.

La prima definisce la dinamica della temperatura. Il lato destro sta ad indicare che la temperatura,
gualunque sia il concetto utilizzato come precedentemente specificato, cresce di un coefficiente
base aumentato esponenzialmente secondo il livello dello stock complessivo di inquinante, in base
ad un coefficiente z di sensibilita a P. Non vi compare l'attivita di abbattimento del Governo, in
guanto essa agisce indirettamente sulla temperatura attraverso la sua influenza diretta sullo stock
diP.

La seconda equazione definisce la dinamica dello stock di inquinante. Il lato destro sta ad indicare
che tale stock viene accresciuto secondo un coefficiente di emissione applicato alla funzione di
produzione e viene diminuito delle capacita di auto-smaltimento del sistema che decrescono in base
ad un coefficiente h applicato allo stock stesso. In sostanza, le capacita di auto-smaltimento del
sistema ambiente diminuiscono quanto piu elevato & lo stock di inquinante accumulatosi. Il terzo
elemento ci dice che lo stock diminuisce in base all’attivita di abbattimento del Governo di un
coefficiente r che diminuisce esponenzialmente in base ad un coefficiente di sensibilita g rispetto
allo stock accumulato. Sostanzialmente cio significa che I'attivita di abbattimento del Governo ha
meno efficacia quanto piu elevato € lo stock di P accumulatosi.

La terza equazione, che definisce la dinamica del capitale, ricalca nella sostanza quella spesso
utilizzata nei modelli precedenti, con la sola differenza dell’utilizzo di un stock aggregato di capitale
K, e della temperatura al posto dello stock P come elemento smorzante sulla funzione di produzione.

La quarta equazione definisce la dinamica dell’intervento in abbattimento da parte del Governo ed
e costruita in modo un po’ diverso da quelle utilizzate in precedenza. Sul lato destro dell’equazione
dinamica, il primo elemento ci dice che tale intervento avviene in base ad un coefficiente w
proporzionale allo stock P, ma che tale coefficiente cresce esponenzialmente quanto piu elevato
lo stock P. Cio sta a significare che il Governo ritiene di dover aumentare la dimensione del suo
intervento quanto maggiore € P, per evitare che la sua consistenza assuma valori irreversibili. Il
secondo elemento, ci dice che l'intervento del Governo diminuisce in base alle capacita di auto-
smaltimento del sistema-ambiente. Quindi 'aumento di P fa aumentare l'intervento del Governo
attraverso due componenti. La prima e quella diretta, mentre la seconda dipende dal fatto che
I'attivita del Governo deve anche sopperire alle diminuite capacita di auto- smaltimento del sistema
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ambiente. La consistenza netta della variazione di tale attivita, dipende in modo complesso da questi
due effetti.

Il sistema & non lineare e non puo essere risolto in forma chiusa. Occorre allora calcolare i punti di
equilibrio del sistema ponendo, come al solito, il lato destro delle equazioni uguale a zero. La
soluzione fornisce due punti di equilibrio, di cui uno & I'origine per tutte e quattro le variabili del
sistema, e l'altro comprende alcune espressioni logaritmiche che devono assumere certi valori
particolari perché le variabili abbiano una significativita economica, ma anche in questo caso
assumono valori contrastanti fra loro. Lo Jacobiano del sistema, valutato alla soluzione nulla del
punto di equilibrio € dato da:

(B.3)
y 0 0 0
0 -8 al -r
0 0 sa-5 0
0o w-f 0 0

La traccia del jacobiano é:
(B.4)
y—B+sa—946
mentre il determinante e dato da:
(B.5)
y(w —Br(sa —6)
e gli autovalori sono dati da:

(B.6)

24+ 4rB — 4rw
Y,sa — ,—gi\/ﬁ zﬁ

Data la positivita di tutti i coefficienti, il primo autovalore & sicuramente positivo e questo e
sufficiente a rendere instabile il sistema non-lineare almeno nell’intorno del punto di equilibrio,
anche se tutti gli altri autovalori fossero negativi. Ma anche nel caso che fossero zero per particolari
combinazioni fra i coefficienti del sistema, pur non potendosi applicare il teorema Hartman-
Grobman, la presenza di un autovalore positivo € di per sé sufficiente a rendere il sistema non
lineare localmente instabile (Gandolfo, cit. pag.362).

CONCLUSIONI

58



L'analisi svolta in questo lavoro non ha certo la pretesa di essere esauriente in merito a tutti i
possibili aspetti dinamici che l'interazione fra variabili ambientali e variabili piu specificamente
economiche pud comportare. Del resto, altri aspetti di tale piu complesso e generale fenomeno
sono stati analizzati in altre parti della nostra tesi di dottorato, ed anche in quella sede sicuramente
alcuni di essi sono stati trattati in modo parziale. D’altra parte, la vastita degli argomenti che sono
impliciti in una analisi di questo genere, impone che qualcosa debba essere forzatamente trascurato
altrimenti si avrebbe una trattazione molto pesante e a scapito di una generale, anche se pur
minima, comprensione dei fenomeni analizzati. Dal presente lavoro sono stati esclusi, per scelta,
argomenti quali le backstop tecnologies, le dinamiche caotiche che possono presentarsi quando si
utilizzino semplici modelli strutturati in forma discreta invece che continua, la dinamica che origina
dall’utilizzo di modelli stocastici invece che deterministici, I'approccio mediante le reti neurali, il
principio di asservimento etc. Questi argomenti sono stati trattati, a diversi livelli di
approfondimento e di analisi, in altre parti del nostro lavoro complessivo. In questa sede, occorre
perd fare alcune annotazioni. Innanzitutto, ci preme sottolineare come la prevalente forma
matematica utilizzata nell’analisi dei vari argomenti trattati, non esaurisce certamente I'analisi piu
generale di tali argomenti. Nonostante tale approccio formale, come abbiamo in parte fatto rilevare
anche nell’'introduzione, occorre avere molta cautela nell’interpretare i risultati raggiunti da modelli
essenzialmente deterministici. In tutto il nostro lavoro, abbiamo avuto sempre cura di sottolineare
come l'incertezza che caratterizza la dinamica dei sistemi economici, venga amplificata quando in
tali sistemi vengano inserite variabili ambientali che vanno ad interagire con quelle piu
specificamente economiche. In un modello presentato da Chen (Chen, 1997, pag. 349-366), si
dimostra come anche quando il sistema economico e il sistema climatico considerati separatamente
esibissero ciascuno posizioni di equilibrio stabili, I'accoppiamento dei due sistemi potrebbe dar
luogo ad una dinamica caotica, quando si adottassero particolari valori dei coefficienti. Infatti, molti
rapporti causali che legano tali variabili qualitativamente diverse, non sempre sono ben chiari e
determinati. E anche quando lo fossero, I'intensita di tali legami € anch’essa soggetta a forte
incertezza. L'individuazione dei punti di biforcazione di ogni sistema, ovvero dei punti dove il sistema
cambia radicalmente la sua dinamica qualitativa, non sempre & agevole e |'utilizzo di coefficienti
numerici & spesso fondato su pure ipotesi e reso necessario quando |'analisi da un punto di vista
qualitativo si dimostra ardua data la estrema complessita delle soluzioni. Quindi, I'approccio
analitico-matematico ha una sua validita se si ha la consapevolezza dei limiti insiti in esso, e venga
considerato come un aspetto dei piu generali problemi analizzati ma che perd non pretenda di
esaurirne I'analisi. Il rischio che I'eleganza formale di certi modelli possa esercitare un fascino sul
ricercatore tale da escludere una piu approfondita analisi economico-sociale, & molto elevato. Ma
un’analisi che privilegi solo I'aspetto formale-matematico, € molto riduttiva e rischia di non portare
a risultati che abbiano una loro validita sul piano sociale. Le possibilita che realta effettiva e
formalismo matematico del modello teorico si scindano e corrano su due binari diversi, sono molto
elevate e comportano una conseguente inconsistenza dell’approccio puramente matematico.
Infatti, dal momento che stiamo trattando con fenomeni dove I'elemento umano ha un peso non
indifferente, occorre essere consci del fatto che molto spesso le azioni umane sono imprevedibili e
suscettibili anche di repentini cambiamenti in un periodo molto breve, anche perché frutto di
rapporti sociali dove il conflitto fra interessi opposti € palese e che derivano dalla stessa filosofia di
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fondo che caratterizza soprattutto sistemi di tipo capitalista che sono quelli a cui noi ci siamo
prevalentemente riferiti. La teoria dei sistemi dinamici, ampiamente sviluppata in campi scientifici
guali la meccanica e la fisica, non pud essere applicata tout-court ad un campo dove le relazioni
umane sono spesso prevalenti su altri elementi. L’econofisica, ovvero la possibilita di estendere
all’economia i principi della fisica classica, appare come un’operazione altamente speculativa e
abbastanza inconsistente nella pretesa di spiegare le relazioni umane che caratterizzano un sistema
economico (Bertuglia-Vaio, 2007, pag. 211n. e 346). Le possibilita di modellizzare in forma
matematica tali azioni umane & molto difficile, se non in alcuni casi impossibile, soprattutto quando
esse siano soggette a violente ed imprevedibili modificazioni dovute spesso ad elementi psicologici
sconosciuti. L'estrema incertezza che caratterizza i risultati di modelli espressi in forma
deterministica, potrebbe essere in parte compensata quante piu variabili vengono introdotte nel
modello. Cid potrebbe ridurre la possibilita di shocks aleatori. In teoria, un modello che
comprendesse tutte le possibili variabili, ridurrebbe a zero la possibilita del verificarsi di tali shocks
ma, in tal modo, si verrebbero a creare strutture talmente complesse da perdere ogni forma di
controllo, ammesso che sia sempre possibile costruire tali tipi di modelli. Un’altra questione di
natura formale deve essere opportunamente sottolineata. Molti dei modelli da noi presentati e
analizzati sono non-lineari la cui soluzione in forma chiusa &€ normalmente preclusa. Allora,
dobbiamo forzatamente ricorrere alla linearizzazione di tali modelli mediante le tecniche che
abbiamo a lungo utilizzato. Ma tale esercizio formale, ci pud permettere, al massimo, solo una analisi
locale del sistema originale non-lineare. Se il sistema linearizzato & stabile quando viene valutato
nei punti di equilibrio del sistema stesso, tale stabilita, ammesso che si verifichino particolari
condizioni sugli autovalori del sistema linearizzato e valutato ai punti di equilibrio, varra per il
sistema non-lineare solo nell’intorno di tali punti di equilibrio. Se il sistema si trova lontano da tali
punti, nessuno ci garantisce che tale stabilita si verifichi ugualmente. Anzi, la dinamica qualitativa
puod essere assai diversa. Il considerare l'intero sistema lineare invece del sistema linearizzato, puo
dar luogo a diagrammi di fase completamente differenti. Potremmo allora tentare di risolvere il
sistema non-lineare per via numerica (ad. esempio col metodo Runge-Kutta come gia visto), ma
questo ci impone di attribuire valori numerici ai vari coefficienti e ai parametri esogeni del sistema,
con tutti i limiti di interpretazione dei risultati quando tali valori numerici si fondino solo su ipotesi,
come abbiamo ampiamente rilevato in precedenza. Quindi, il fatto che il nostro lavoro abbia una
impostazione fortemente matematica, non significa affatto che essa sia da privilegiare con assoluta
fiducia e certezza nei risultati. Anzi, i commenti esplicitati per i vari modelli costruiti, dimostrano
invece il contrario, e privilegiano invece il dover mantenere un’assoluta cautela nell’attribuire loro
una certa validita di analisi ed interpretazione. Ma I'aspetto critico del nostro lavoro non riguarda
solo I'utilizzo della forma matematica. Non condividiamo il tipo di approccio che normalmente viene
fatto dalla teoria economica mainstream, in quanto soprattutto il concetto di efficienza del capitale
sembra essere riferito solo all’interno di una analisi statica “timeless”, senza considerare che in una
prospettiva dinamica e soprattutto quando si vadano a considerare gli effetti prodotti dallo stock di
inquinante sul livello dell’output, si hanno risultati molto diversi da quelli che di solito vengono
raggiunti. L'effetto di smorzamento che tale stock esercita sulla produzione industriale e agricola,
puo essere tale da piu che compensare in negativo, in un medio-lungo periodo, la maggior attuale
produttivita del capitale inquinante rispetto a quello non inquinante. Se si valuta il problema
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secondo questa ottica alternativa a quella prevalente, allora il problema & molto pil complesso e
investe, oltre alla sfera economica, anche la dimensione politica del problema stesso. Sorgono allora
molte domande, alle quali rispondere non ¢é affatto semplice e scontato. Ad esempio, & sufficiente
che il Governo cerchi di stimolare lI'investimento privato verso il capitale non inquinante senza
intervenire direttamente mediante investimenti pubblici di questo tipo, oppure gli effetti di tali
misure indirette sono difficilmente valutabili e possono anche rivelarsi inconsistenti? La questione
e di importanza cruciale in quanto, piaccia o no, in un sistema dove la liberta di investire comporta
anche quella di non investire o investire in modo differente da quello sperato dal Governo, nessuno
garantisce che gli obbiettivi prefissati dal soggetto pubblico saranno raggiunti. Il nostro giudizio
critico verso strumenti indiretti di politica economica-ambientale quali carbon-tax, permessi
negoziabili e quant’altro, & stato ampiamente esplicitato in altre parti della nostra tesi (Cecconi, cit.
cap. 4) . Inoltre, oltre al dubbio sul se tali strumenti saranno efficaci o no, vi & anche la grande
incertezza sulla velocita con cui tali strumenti possano esplicare i loro effetti macroeconomici,
ammesso che li esplichino. Qui entra in gioco la differenza fra variabili lente (slow) e veloci (fast) a
cui abbiamo accennato in precedenza. Il principio di asservimento di H.Haken (Slaving Principle)
considera che le variabili veloci si aggiustino rapidamente verso i loro valori di equilibrio, ed & come
se fossero sempre in equilibrio, e che la dinamica generale del sistema venga cosi definita dalle
variabili lente. Le varie posizioni ideologiche giocano qui un ruolo cruciale nell’individuare la
differenza fra esse. Citiamo testualmente:” The distinction between ‘fast’ and ‘slow’ variables is,
explicitly or implicitly, at the base of much theorizing and debate in economics. An orthodox
Keynesian, for example, would say that quantities adjust much more rapidly than prices. An
orthodox monetarist, would say the contrary. An orthodox new classic macroeconomist would say
that all the relevant variables adjust very rapidly , so that markets can be taken as being in
equilibrium”. (Gandolfo, cit. pag. 533). Sulla strutturazione formale del principio di asservimento e
su come le variabili veloci possano essere eliminate dal sistema ed espresse in termini delle variabili
lente, abbiamo gia detto in altra parte (Cecconi, cit. cap. 5)°. Tornando al nostro problema, la
dimensione dinamica degli strumenti prima delineati, puo essere talmente lenta, rispetto ai tempi
sperati e necessari, da comportare il rischio di una pericolosa irreversibilita dei livelli di
inquinamento raggiunti. Nessuno puo prevedere gli effetti con sufficiente certezza, pur restando in
una dimensione deterministica e considerando, al massimo, la possibilita di alcuni shocks aleatori
che possono temporaneamente alterare la dinamica del sistema. In poche parole, un soggetto puo
decidere di pagare la carbon-tax continuando nei suoi livelli di produzione con conseguente stesso
livello di emissioni, senza incorrere in nessun provvedimento sanzionatorio. Se ha convenienza a
pagare la tassa e a non diminuire la produzione, cid € perfettamente legittimo. Dice un vecchio
proverbio:” Chi rompe paga ed i cocci sono suoi”. La questione della politica ambientale non puo
dunque essere scissa dal pit generale problema di un nuovo modello di organizzazione sociale della
produzione. Tale nuovo modello non puo prescindere dal mettere al centro del complesso delle
determinanti della crescita una diversa considerazione del problema ambientale. Ma la situazione
attuale in merito, mi sembra fortemente in ritardo. Nonostante i vari summits e i buoni propositi di
tutti i partecipanti ad essi, il problema centrale delle emissioni e di una piu generale politica
ambientale radicalmente diversa, continua ad essere sostanzialmente eluso, e spesso tali summits
si concludono con molti buoni propositi ma scarsi piani operativi. Qui sorge d’obbligo una domanda
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cruciale: & in grado il sistema capitalista di supportare una cosi diversa politica? lo credo che non lo
sia. Non lo e soprattutto perché la filosofia su cui dovrebbe fondarsi tale nuovo modello di crescita,
dovrebbe privilegiare, per esempio, il consumo e l'utilizzo di servizi ambientali di elevato standard
gualitativo anche di natura collettiva al posto di una quota consistente di consumi privati spesso
inutili e fortemente inquinanti. Ma cio contrasta, nella sua essenza, con lo spirito del capitalismo
che individua nella spesso inutile e folle rincorsa al consumo individuale di beni materiali un
elemento centrale nel processo di generale privatizzazione (ed ideologizzazione) del sistema.
Inoltre, I'accumulazione del capitale e la massimizzazione del profitto, molto spesso fini a se stessi
e come sintomo di acquisizione di potere, non distinguono fra utilizzo di capitale inquinante e non
inquinante. Solo il soggetto pubblico puo essere in grado di operare una scelta fondamentale in
merito. Questo non significa che i soggetti privati non possano contribuire. Ma la loro azione resta
comungque incerta, a meno di un sistema di controlli diretti che sia in grado di orientare le loro scelte
verso gli obbiettivi desiderati dal Governo. Qui, il discorso si amplia a dismisura, andando a dover
considerare quale tipo di Governo sia necessario per poter perseguire tale nuovo modello di
organizzazione sociale della produzione e un nuovo modello di crescita. Sul piano etico, possiamo
accusare il modello di sviluppo capitalistico di essere antitetico rispetto alle necessita di uno sviluppo
sostenibile da un punto di vista ambientale. Ma questo modello non puo funzionare in modo
diverso, pena la distruzione della sua stessa essenza ideologica e politica. Una critica degli effetti di
tale tipo di sviluppo, non puo prescindere da una critica del modello come tale, altrimenti si rischia
una sorta di atteggiamento puramente moralistico e paternalistico che ci fa perdere di vista la reale
essenza della questione piu complessiva. Piaccia oppure no, il problema resta aperto. Prima di
chiudere, ancora una ulteriore e breve riflessione su un’altra questione che riteniamo
fondamentale. Un concetto che ci ha accompagnato durante tutto il nostro lavoro & stato quello di
stabilita e di instabilita. In precedenza la questione ¢ stata trattata soprattutto da un punto di vista
tecnico-formale, in quanto abbiamo considerato le condizioni che sono necessarie perché una
determinata posizione d’equilibrio sia stabile o instabile ovvero, dato che abbiamo trattato sistemi
dinamici, se il sentiero dinamico sia convergente o no verso un determinato punto di equilibrio.
Anche il tipo di convergenza o divergenza puo essere diverso, a seconda dei segni degli autovalori
del sistema che si vuole analizzare. Da questo punto di vista la questione e stata trattata
ampiamente, ed esistono in materia eccellenti lavori sulla teoria dei sistemi dinamici che analizzano
in modo dettagliato e a diversi livelli di difficolta la questione della stabilita ed instabilita, ed ai quali
abbiamo fatto costante riferimento. La bibliografia al termine di questo lavoro ne indica alcuni. In
generale, nella comune visione delle cose, una situazione stabile viene associata al concetto di
buono o desiderabile, mentre una situazione instabile al concetto di cattivo o indesiderabile. Questo
perché I'equilibrio economico & visto con desiderabilita. Vista in questo modo, la questione assume
dei contorni troppo semplicistici, in quanto questa associazione spesso & frutto di un comune
sentire popolare che associa ad una situazione incerta, fluida ed instabile, previsioni non
ottimistiche sulla evoluzione futura di un certo sistema. L’instabilita non si sa mai dove porta, ovvero
guale direzione puo prendere. Allora l'incertezza la fa da padrona e condiziona i comportamenti
presenti e futuri dei vari soggetti. Se poi una certa situazione assume i contorni di una evoluzione
caotica del sistema, I'associazione fra instabilita e indesiderabilita assume i contorni di una perfetta
coniugazione. Vista in questo modo, tale associazione non sembra poi molto fuori luogo. Ma, ad
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un’analisi piu attenta ed approfondita, la questione assume contorni che possono avere aspetti
anche molto diversi e nemmeno troppo sorprendenti, e tali da far desiderare 'instabilita, almeno
come condizione dalla quale si spera possa scaturire una situazione nuova giudicata migliore della
precedente. Supponiamo che dalla soluzione di un sistema di equazioni differenziali, risulti che in
base alle relazioni causali ed ai coefficienti utilizzati, il livello di equilibrio dello stock di inquinante
sia ritenuto troppo alto rispetto ai livelli desiderati e ad un certo programma di abbattimento e
contenimento delle emissioni da parte del Governo. Se inoltre, la dinamica del sistema e tale per cui
esso converge per lo stock di inquinante verso tale valore di equilibrio, si dira che, tecnicamente, il
sistema e stabile. Ma, & evidente, che a tale situazione di stabilita non si pud certo associare il
concetto di desiderabilita in quanto uno stock di inquinante troppo elevato puo comportare rischi
altrettanto elevati per l'intero sistema economia-ambiente nel creare condizioni difficilmente
reversibili. Allo stesso modo, un livello elevato ma stabile del tasso di disoccupazione, un alto
rapporto debito-Pil e via dicendo, possono rappresentare situazioni di stabilita ma di forte
indesiderabilita non solo sul piano strettamente economico ma anche su quello sociale. Invece,
situazioni fluide ed anche di una certa instabilita, possono sempre comportare I'emergere di
situazioni nuove stabili ma di maggiore desiderabilita. Ovviamente, non sempre € detto che da
situazione instabili sorgano nuove forme organizzative migliori delle precedenti. Per esempio,
I'instabilita nell’equilibrio di uno stock di inquinante elevato, non & detto che comporti
automaticamente una nuova situazione di stabilita ed a un livello piu basso del precedente di tale
stock. Ancora una volta I'incertezza regna sovrana e, come abbiamo spesso sottolineato, essa € in
gran parte frutto di decisioni autonome che i vari agenti economici prendono indipendentemente
gli uni dagli altri. E la stessa struttura altamente privatistica del sistema capitalista che conferisce
gran parte dell’incertezza all’intero sistema. Ma allora, il problema perde gran parte dei suoi aspetti
tecnico-formali, ed acquista connotati che investono la sfera dell’etica e della politica, ovvero
investe il fondamentale problema di quale sistema sia migliore di un altro per il raggiungimento di
determinati obbiettivi. Qui ognuno & libero di pensare cio che ritiene piu giusto ed opportuno.
Ancora un’altra questione & degna di essere sottolineata. Che cosa vuol dire convergenza verso una
posizione di equilibrio? Ammesso che il modello matematico presenti una soluzione che,
tecnicamente, evidenzia tale convergenza, esso deve sempre fare i conti con le dinamiche sociali e
politiche che si sovrappongono alla struttura formale del modello stesso. Un cambiamento di tali
dinamiche rende precaria la dinamica di convergenza al valore di equilibrio e quindi tutto il modello
rischia di avere una efficacia predittiva molto precaria. Ancora una volta il modello matematico
rischia di viaggiare su un binario separato dalla realta che intende rappresentare. Facciamo un
esempio semplicissimo: prendiamo la piu semplice versione del moltiplicatore keynesiano che
considera come parametrisolo la propensione al consumo. Noi allora sappiamo che il moltiplicatore
del reddito e dato da 1/(1-c), dove c & la propensione al consumo. Innanzitutto il valore del
moltiplicatore €, matematicamente, un limite e come tale non un valore finito. Esso € dato da:

=lim(l+c+c?+c3+-+c")

1 —C n—-oo
Inoltre, nel processo di convergenza possono inserirsi in qualunque momento e ad intensita diverse
una serie di fattori improvvisi che possono cambiare sia il ritmo della convergenza che il valore di
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essa. Ad esempio, una crisi duratura potrebbe far diminuire in modo significativo la propensione al
consumo in quanto, anche con redditi invariati, le famiglie trovano piu opportuno aumentare il
risparmio per far fronte al futuro incerto. Un cambio improvviso di ¢ cambia il valore del
moltiplicatore e quindi del valore di convergenza del reddito. Se consideriamo ¢ come una media
ponderata delle varie propensioni al consumo di classi sociali di reddito diverse, dove la
ponderazione é effettuata in base alla quota che ogni categoria di reddito ha nel reddito nazionale,
una redistribuzione del reddito soprattutto fra percettori di profitti e percettori di salari e stipendi
comportera una diversa propensione al consumo media e marginale generale. Se poi si vanno ad
inserire altri elementi, quali il saggio di tassazione, la propensione all'importazione, la propensione
all'investimento dipendente dal reddito etc., I'incertezza & ancora maggiore dipendendo il processo
di convergenza al nuovo valore del reddito da un numero maggiore di parametri soggetti, a loro
volta, a variare improvvisamente o in modo singolo o congiuntamente. (Sulle varie configurazioni
del moltiplicatore keynesiano in ambito dinamico e sulle condizioni di convergenza al valore di
equilibrio, cfr. Gandolfo cit. pag. 43-48). Il concetto di convergenza deve essere allora meglio
specificato.
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Note

T Un’ampia rassegna in merito si trova in (Shone, 2003, pag. 156 e seg.), dove il metodo di soluzione viene
applicato a numerosi esempi numerici.

2 Le soluzioni bang-bang sono tipiche dei problemi di controllo ottimale quando I’Hamiltoniano & lineare nella
variabile di controllo e non permette la soluzione dell’equazione algebrica. Cid comporta non avere una
soluzione interna per tale variabile, ma tale soluzione deve essere agli estremi del campo di variazione della
variabile di controllo stessa. Si veda una esauriente trattazione in (Chiang, 1992, pag. 173 e seg.).

3 Siveda I’esempio 4.5 in (Brock e Malliaris, 1989, pag. 69-70), dove a fronte di un autovalore negativo e due
uguali a zero, vi & solo un autovettore, linearmente indipendente invece di due, ed il sistema & instabile
nonostante la presenza di un autovalore negativo.

4 Si veda Caputo, cit. pag. 67, in merito alla non esistenza di una soluzione alle condizioni necessarie per il
problema di massimizzazione dell’utilita intertemporale, se non viene fissato uno stock di capitale finale.

®> Una dettagliata analisi del principio di asservimento di H. Haken & svolta anche in Zhang (Zhang, 1991, pag.
193-212). L'autore mostra come, riprendendo I'esempio di Haken partendo da un semplice sistema di due
equazioni differenziali, una relativa ad una variabile definita veloce ed una definita lenta, se ambedue le
equazioni contengono entrambe le variabiliin esame, & allora possibile eliminare la variabile veloce e ridurre
il sistema ad una sola equazione non-lineare relativa alla variabile lenta e studiarne la dinamica. In tal caso,
la dinamica della variabile veloce € interamente determinata da quella della variabile lenta.
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